La Réunion juin 2009

EXERCICE 1 4 points Commun a tous les candidats

Cet exercice est un questionnaire a choix mul(iQIEM).

Pour chaque question une seule des propositionseratte. Le candidat portera sur la copie, sandifjoation, la lettre
correspondant a la réponse choisie. Il est attriburé point si la réponse est exacte, aucun paiest enlevé pour une réponse
inexacte ou une absence de réponse.

Le plan complexe est rapporté & un repére orthoalodirect (O ;u, v ).

1. Soit (E) 'ensemble des points M d'affizavérifiant :z= 1 — 2 i + &°, 6 étant un nombre réel.
(E) est une droite passant par le point d’affixe 2i.

(E) est le cercle de centre d’'affixe — 1 + 2 i etrdyon 1.

(E) est le cercle de centre d’affixe 1 — 2 i etralgon 1.

(E) est le cercle de centre d’affixe 1 — 2 i eralgon \/E .

o pop

Soitf I'application du plan qui, a tout point M d’affixeassocie le point Mi'affixe Z tel quez = -iz- 2.
f est une homothétie.
Le point d’affixe — 1 — 2 i est un antécédent dinpd’affixe i.

o N

o

. . , . i
f est la rotation de centre le point d’affixe 1etid’angle X

d. f est la rotation de centre le point d’affixe — 1 et d'angle —g

3. Soit (F) 'ensemble des points M d'affizevérifiant [z—-1+i|=+1+2i|.
Soient les points A, B et C d’ affixes respectitesi, -1 +2iet—-1-2i.

a. C est un point de (F).

b (F) est la médiatrice du segment [AB].

o (F) est la médiatrice du segment [AC].

d (F) est le cercle de diamétre [AB].

On considére dans I'ensemble des nombres compléxestionz + |z |?= 7 +i.
ette équation admet :

Deux solutions distinctes qui ont pour partie inmagie 1.

Une solution réelle.

Deux solutions dont une seule a pour partie imagiria

Une solution qui a pour partie imaginaire 2.

cooe QA

EXERCICE 2 6 points Commun a tous les candidats

Soientf etg les fonctions définies sur l'intervalle [0 ;o¢[ par :f (X) =xe Xetg (X) = x2e *.
On note G et C, les représentations graphiques des foncfioety dans le plan muni d’'un repér@ﬁ I ).
Partie A

La courbe représentative; Gle la fonctiorf dans un repéere( 1l ,] ) est donnée en annexe (a rendre avec la copie).
1. D’aprés le graphique, quelles semblent étre leiatians de la fonctiofi et sa limite en +o ?

2. Valider ces conjectures a l'aide d’'une démonstratio

3. Tracer sur I'annexe jointe (& rendre avec la copi€purbe G représentative de la fonctign

4, Quelle semble étre la position relative de la ceub par rapport a la courbe,@

Valider cette conjecture a l'aide d’'une démonsbrati

Partie B

L’objectif de cette partie est de calculer, en émid’aire, la mesure de 'aire A de la partie danptomprise entre les courbes &2
C, et les droites d’équations= 0 etx = 1.
1. Hachurer sur 'annexe cette partie du plan.

2. SoitI:'[: f(x) d x. Démontrer quelzl-z.
e

3. Dans cette question, toute trace de recherche méomnpléte, ow'initiative méme non fructueuse, sera prise en cempt
dansl’ évaluation.
Soit H la fonction définie sur l'intervalle [0 ;ob [ par HK) = — x?+ 2x) e™*.

a. Calculer la dérivée Hle la fonction H.
b. En déduire une primitive sur I'intervalle [0 ;ee-[ de la fonctiorg .
4, Déterminer la valeur exacte de I'aire A.

EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats

Une usine produit des sacs. Chaque sac fabriquépp&senter deux défauts : le défawdt le défaub. Un sac est dit défectueux s'il

présente au moins I'un des deux défauts.

1. Dans cette question les probabilités demandéentsdnonées avec leurs valeurs décimales exactes.

On préléve un sac au hasard dans la productioregaurnée.

On note A I'évenement « le sac présente le défavtet B I'événement « le sac présente le débamwt Les probabilités des
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évenements A et B sont respectivement P(A) = 0t®ZE) = 0,01 ; on suppose que ces deux évenersentsndépendants.

a. Calculer la probabilité de I'événement C « le sadqvé présente le défaaet le défaub ».

b. Calculer la probabilité de I'événement D « le ssicdéfectueux ».

C. Calculer la probabilité de I'événement E « le saprésente aucun défaut ».

d. Sachant que le sac présente le dédaguelle est la probabilité qu'il présente aussiééautb ?

2. On suppose que la probabilité (arrondie au cendi@uein sac soit défectueux est égale a 0,03.

On préléve au hasard un échantillon de 100 sacs ldgoroduction d'une journée. La production e$isamment importante pour
que I'on assimile ce prélevement a un tirage aeeuge de 100 sacs. On considére la variable atéatogui, a tout prélévement de
100 sacs, associe le nombre de sacs défectueux.

a. Justifier que la variable aléatoire X suit uneldimiomiale dont on précisera les parametres.

b. Quelle est la probabilité de I'évenement « au mainssac est défectueux » ? On arrondira cette pilitBaau centieme.
Interpréter ce résultat.

(o Calculer I'espérance mathématique de la varialdlataire X. Interpréter ce résultat dans le cadriéédencé.

EXERCICE 4 5 points Candidats n'ayant pas suivi 'eseignement de spécialité
Soient A(1;2;0),B(2;2;0),C(1;3;0)R ;2 ; 1) quatre points de I'espace muni d'uysére orthonormal® ;i , j K ).
(P) désigne le plan orthogonal a (BC) contenant A ;

(Q) désigne le plan orthogonal a (DC) contenant A ;
(R) désigne le plan orthogonal a (BD) contenant A.

1. Montrer que le plan (P) a pour équation cartésienng + 1 = 0.

On admet que le plan (Q) a pour équation cartésieyn+ z + 2 = 0 et que le plan (R) a pour équation caetés x +z+ 1 = 0.
X-y+1=0

2.a. Résoudre le systeme .- y+z+2=0.
-X+z+1=0

b. En déduire que l'intersection des trois plans (®),et (R) est une droitel passant par le point E(2 ; 3 ; 1).

C. Vérifier que la droited) est orthogonale au plan (BCD).

En déduire une équation cartésienne du plan (BCD).
3. Déterminer une équation cartésienne pour chacupldas (ABC), (ABD) et (ACD).

On admet que ces plans sont respectivement pasafiék plans de repére® (i ,] ),(0;i k) et (O;j k).

4. Dans cette question, toute trace de recherche méomnpléte, ow’initiative méme non fructueuse, sera prise en cempt
dansl’ évaluation.

a. Montrer que tout point M de la droitd)(est équidistant des plans (ABC), (ABD) et (ACD).

b. Existe-t-il des points de I'espace équidistantsplass (ABC), (ABD), (ACD) et (BCD) ?

EXERCICE 4 5 points Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité
L’espace est muni d’un repére orthonormal;( , j .k ).

1. Soient F le point de coordonné%@; 0 %J et P le plan d’équation= - :11
On noted(M, P) la distance d’'un point M au plan P.

Montrer que I'ensemble (S) des points M de cooréesrk ; y ; z) qui vérifientd(M, P) = MF a pour équation’® +y? =z
2.a. Quelle est la nature de l'intersection de I'ensen{8)) avec le plan d’équatiars 2 ?

b. Quelle est la nature de l'intersection de I'ensenf8l) avec le plan d’équaticr= 0 ?

Représenter cette intersection dans le rep@rgj(,k ).

3. Dans cette questior,ety désignent des nombres entiers naturels.

a. Quels sont les restes possibles de la divisioridéenhe dex? par 7 ?

b.  Démontrer que 7 divise® + y? si et seulement si 7 diviseet 7 divisey.

4, Dans cette question, toute trace de recherche maéowenpléte, ou’initiative méme non fructueuse, sera prise en cempt

dansl’ évaluation.
Existe-t-il des points qui appartiennent a I'inemon de I'ensemble (S) et du plan d’équation 98 et dont toutes les coordonnées
sont des entiers naturels ? Si oui les déterminer.
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ANNEXE Exercice 2
A rendre avec la copie
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CORRECTION

EXERCICE 1 4 points Commun a tous les candidats
1. z-(1-2i)=¢&"donc |z— (1 - 21i) | =| & | = 1 soitQM = 1 ouQ est le point d’affixe 1 — 2 i donc (E) est le derde centre
d’affixe 1 — 2 i et de rayon 1. Réponsevraie

2. f n'est pas une homothétie car une homothétie aéuarimire complexe de la form®=a z + b aveca réel or icia = — i.
Réponse. fausse

A la calculette on vérifie que gi= — 1 - 2 i alor< # i. donc réponsb fausse.

-2i _ =2i@-i)

1+i  (1+i)(@-i)

Le point invariant de la transformation a une a&fsolution de z=-iz—-2i soitz(1 +i)=—2idonz=

doncz=-1—ila réponse est juste

3. |z-1+i|=f+1+2i|= |z-(1-i)|=k-(-1-2i)}] MA=MC
(F) est la médiatrice du segment [AC].
. . _ : +x*+y?=7 +x2=6
4. Siz=x+iyalorsz|*=x?+y?doncx +x?+y?+iy=7+i< Xxrxery o XX
y=1 y=1
orx?+x—6=0e x=20ux=—23
donc cette équation admet deux solutions distirgatesnt pour partie imaginaire 1 : 2 +iet—8 +

EXERCICE 2 6 points Commun a tous les candidats

Partie A

1. D’apres le graphique, quelles semblent étre leiatians de la fonctiof et sa limite en +o ?
f semble étre croissante sur [0 ; 1] et décroissanmtél ; +o [ et xIinjwf(x) =0

X

2, lim < =+wdonc lim x"e™=0donc lim f(x)=0

X - + 00 X X —» + o0
f est définie dérivable sur [0 ;o[ ; soitu(X) =x etv(x) = e *alorsu’(x) = 1 etv'(x) = — € *
doncf'(x) =e*—xe*=(1-x) e~
1-x>0 < x<1doule tableau de variation tle
X 0 1 + o0
(%) + 0 —

4, Apparemment ¢ est au dessus de;Gur [0 ; 1] puis en dessous sur [1eo
f(X)—g(x) =xe *— x?e *=x (1 -x) e .
La fonction exponentielle est strictement positue IR, si < x< 1 alors (¢ 1 —x donc 0< f (X) —g(X)

six>1 alors 1 x< 0 doncf (X) —g(x) < 0 donc G est au dessus de;Gur [0 ; 1] puis en dessous sur [1of

Partie B

L’objectif de cette partie est de calculer, en émid’aire, la mesure de 'aire A de la partie danptomprise entre les courbes &2
C, et les droites d’équations= 0 etx = 1.

1. Hachurer sur 'annexe cette partie du plan.

2. Soit | :J: f(x)d x. Démontrer que | =1 -2
e

3. Dans cette question, toute trace de recherche méomnpléte, ow’initiative méme non fructueuse, sera prise en cempt
dansl’ évaluation.
Soit H la fonction définie sur l'intervalle [0 ;o [ par HK) = — X2+ 2x) e”*.

a. Calculer la dérivée Hle la fonction H.
b. En déduire une primitive sur I'intervalle [0 ;es-[ de la fonctiorg .
4, Déterminer la valeur exacte de I'aire A.
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EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats
l.a. P(A)=0,02etP(B)=0,01; les deux événemenét B sont indépendants donc P(C) = P(B) = P(A)x P(B) = 0,0002
Calculer la probabilité de I'événement C « le sadqvé présente le défaaet le défaub ».
b. p(D) =p(A O B) =p(A) + p(B) — p(A N B) =0,02 + 0,01 - 0,0002 = 0,0298.
C. OnaE =D doup(E) =1 -p(D) = 1 - 0,0298 = 0,9702.
d 0 (B) = P(AnB) _ 0,0002 _ 001
p(A) 0,02
2.a. On aune épreuve de Bernoulli avec deux issuesssacdéfaut, sac défectueux).
La variable aléatoirX suit donc une loi binomiale de parametnes 100 etp = 0,03.

100
b.  On sait que la probabilité qle0 < k < 100 sacs soient défectueux estx = k) = ( X ] pkx (1 —p)l®0*=

L’évenement contraire de I'événement « au moinsamest défectueux » est « il N’y a pas de sacéfex » qui a une probabilité
de (1 -p) *°= 0,97**°donc la probabilité d’avoir au moins un sac défeak est donc égale a 1 — 0'&% 0,95 (au centiéme prés).
Interprétation : pour 100 sacs prélevés il y anpes 95 chances sur 100 d’avoir au moins un éecaieux.

C. Pour cette loi binomiale on a En=p = 100 % 0,03 = 3.

Interprétation : sur 100 sacs prélevés il y a egemoe 3 sacs défectueux.

EXERCICE 4 5 points Candidats n'ayant pas suivi 'eseignement de spécialité
Soient A(1;2;0),B(2;2;0),C(1;3;0)@;2;1) quatre points de I'espace muni d'ymere orthonormal @ i I k).
(P) désigne le plan orthogonal a (BC) contenant A ;

(Q) désigne le plan orthogonal & (DC) contenant A ;
(R) désigne le plan orthogonal a (BD) contenant A.

1. BC a pour coordonnées (- 1 ; 1 ; 0) donc P est I'ebienes points M tels quaM . BC =0 soit — & — 1) + {/ — 2) = 0 donc
le plan (P) a pour équation cartésiernrey + 1 = 0.
X-y+1=0 X=-y+1=0 (L,)

2.a —y+z+2=0 - < -y+z+2=0 (L,) = {Xiy_l avecy réel quelconque.
~x+2+1=0 —y+2z+2=0 (L+L,) "y?
X-y+1=0 x=t-1
Enposany =t,{ —y+z+2=0 =4 y=t avect réel quelconque.
-X+2z+1=0 z=t-2
x=t-1
b. L’intersection des trois plans (P), (Q) et (R) lastroite ¢l) de représentation paramétrigiiey =t avect réel quelconque.
z=t-2
Sit=3, le point E(2 ; 3 ; 1) appartientd) (
C. Un vecteur directeur del) est le vecteut de coordonnées (1; 1 ;1)
U.BC=-1x1+1x1+0x1=0
BD a pour coordonnées (- 1;0;1).BD =—1x1+1x 0+ 1x 1 =0 doncu est orthogonal aux vecteuBC et BD qui ne

sont pas colinéaires donc la droitg ést orthogonale au plan (BCD).

ua pour coordonnées (1 ; 1 ;djnc (BCD) est I'ensemble des points M tels @M .u = 0.
soitx — 2 +y — 2 +z= 0 donc une équation cartésienne du plan (BCOY €y +z—4=0

3. Les trois points A, B et C ont une cote nulle : égeation du plan (ABC) est dore 0 ;
Les trois points A, B et D ont une ordonnée égdle ane équation du plan (ABD) est dgone 2 ;
Les trois points A, C et D ont une abscisse égdle ane équation du plan (ACD) est done 1.

4.a. Un point M quelconque del) a pour coordonnées{ 1 ;t;t—2)

la distance du point M au plan (ABC) elst= |t — 2 |

la distance du point M au plan (ABD) est= [t -2 |

la distance du point M au plan (ACD) elsf= [t — 2 |

d; =d,=dzdonc tout point M de la droitel) est équidistant des plans (ABC), (ABD) et (ACD).

-1+t+t-2-4|_ 13- 7

J1P+12+1° J3

Un point M de I'espace est équidistant des plaiBZA (ABD), (ACD) et (BCD) si et seulementdiFd; =d,=d;
13U = 7] t_ 2| (3t-5)=3(-2)?~ 6t~ 18t+13=0

J3
A=18%-4x13x6 =12 > 0 donc il existe 2 valeurs tlsolutions donc 2 points équidistant des plans (ABSBD), (ACD) et
(BCD)

b. la distance du point M au plan (ABC) elst It

soit
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EXERCICE 4 5 points Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité

2
1. MF?=x’+y?+ ,-1 =x2+y2+22—£z+i
4 2 16
1
z+= L
dM, Py =—_ 41 - z+—‘
J0%+0%+1° 4

1)’ 1.1
donc @(M, P))*=|z+=| =2+ Zz+ —
o ) [ 4) 2 16

d(M, P) = MF « (d(M, P))?= MF?
- 22+£z+i =x2+y2+22—£z+i o x?+y?=z
2 16 2 16

'ensemble (S) des points M de coordonnées § ; z) qui
vérifientd(M, P) = MF a pour équation’ +y? =z.

2.a. L'intersection de I'ensemble (S) avec le plan
d’équationz = 2 est I'ensemble des points M tels que

2 + 2 = 2 + 2 -

Ty =z soit Ty 2. Il s’agit donc
z=2 z=2

d’'un cercle dans le plan d’équatinr 2.

Pas demandéSoit Q le point de coordonnées (0 ; 0 ;

2), tout point M du plan d'équatiom = 2 a des
coordonnées de la forme;(y ; 2)

X2+y2:2

doncQM 2 =x2+y2d0nc{
z=2

QM ?2=2 .
= { = M décrit le cercle du plan

z=2
d’équationz = 2 de centr€ de rayon\/_z .

b. L’intersection de I'ensemble (S) avec le plan détipn

, x?+y?=1z
x = 0 est 'ensemble des points M tels gue 0
X=
2 L
soit{ Y T %
x=0

Il s’agit donc d’'une parabole d’axe £O0de sommet O dans le
plan d’équatiorx = 0.
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3. a. Lesrestes possibles de la division euclidiennepler 7 sont0;1;2;3;4;5;6;7
Six=n (modulo 7) alorx?=n? (modulo 7) or3=7+2;#=2x7+2;5=3x7+4et6=7x5+1dou les restes possibles
de la division euclidienne dé&’ par 7

la division euclidienne de par 7 a pour reste @ 1 2 3 4 5 |6
la division euclidienne de” par 7 a pour reste 1 4 P g4 1
b.  En faisant un tableau donnant le reste de Ia2 oivipar 7 dex? +y?, suivant les différents restesxfeety?:
Xl o | 1] 2| 4
y
0 0 1 2 4
1 1 2 3 5
2 2 3 4 6
4 4 5 6 1
x? +y? est divisible par 7 si et seulemeni3i= 0 (modulo 7) ey = 0 (modulo 7) soit si et seulementxst 0 (modulo 7) ey =0

(modulo 7)

x?+y?=98

z=98

Si toutes les coordonnées de ce point sont desremiaturels alors, comme 98 =14, 7 divisex? + y2 donc 7 divisex et 7 divisey
d’'apres la question précédente.

Il existe deux entiers naturgisetq tels quex = 7p ety = 7q donc en remplacant daré+y? = 98 alors 49 + q?) = 98
soitp?+q?=2.

O<p?<2doncp=0oup=1

sip =0 alorsg? = 2 ce qui est impossible dans IN.

sip=1alorsg?=1donog=1 (@0 N)

L'intersection de I'ensemble (S) et du plan d’éiuatz = 98 a un point dont toutes les coordonnées smedtiers naturels, il s’agit
du point A(1;1; 98)

4, Tout point qui appartient a 'intersection de I'entble (S) et du plan d'équatiarr 98 vérifie{
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