Nouvelle-Calédonie décembre 2007

l.a.  Quel est le reste de la division euclidienne d¥ar 11 ? Justifier.

b. Quel est le reste de la division euclidienne dpd 5 ? Justifier.

C. En déduire que =1 [11] et que 6°= 1 [5].

d. Démontrer que &1 est divisible par 55.

2. Dans cette questionety désignent des entiers relatifs.

a. Montrer que I'équation (E) 66— 40y = 1 n’a pas de solution.

b. Montrer que I'équation (17 x — 40y = 1 admet au moins une solution.

C. Déterminer a l'aide de I'algorithme d’Euclide unupte d’entiers relatifs solution de I'équation)(E

d. Résoudre I'équation (E

En déduire qu'il existe un unique natuxglinférieur a 40 tel que 1%, =1 [40].

3. Pour tout entier naturel, démontrer que si'’= b [55] et sia*°= 1 [55], alorsb **= a [55].
CORRECTION

l.a

62=36=3x11+3donc6=3[11] 6°=3x6[11]donc6=7[11]

6*=6x7[11]donc6=9[11] 6°=6x9[11]donc 6=—-1[11]

6°=(6°)%donc 6°= (- 1)?[11 ] donc 8°=1[11] Le reste de la division euclidienne d&€par 11 est 1.

1.b. 62=36=7x5+1donc6=1[5]or6'=(6%)?donc6'=1[5]
Le reste de la division euclidienne dépfr 5 est 1.

l.c. 6%=1[11]or(6°)*=6*donc6°=1[11]
demémed=1[5]or(6")°=6donc6°=1[5]

1.d. 11 et5divisent 8- 1 or 11 et 5 sont premiers entre eux dons Bdivise 6 — 1
64°— 1 est divisible par 55.

2.a.  5divise 65 et 40 donc 65 et 40 ne sont pas premietre eux donc I'équation (E) 85 40y = 1 n'a pas de solution d’aprées
le théoreme de Bézout.

2.b. 17 et 40 sont premiers entre eux donc, d'aprékderéme de Bézoutéquation (E) 17 x — 40y = 1 admet au moins une
solution.

2.c

u Y 17u - 40v| Quotient

0 1 —40

1 0 17 -3
L3:L1+3L2 3 1 11 1
L4:L2—L3 -2 -1 6 1
Lo=Ls—L, 5 2 5 1
Le=L,—Lsg —7 ~3 1 5
L7:L5—5L6 40 17 0

donc 17x (— 7) + 40x 3 = 1 donc le couple (— 7 ; — 3) est solution dex + 40y =1

2 d 17x-40y=1
17x (- 7)— 40x € 3 1
17 k+7)—40¢y+3)=0
soit 17 &+ 7) = 40 ¢ + 3) donc 17 divise 40/(+ 3) or 17 et 40 sont premiers entre eux doncrd®fe théoréeme de Gauss, 17 divise
y + 3. Il existe un entier relatiftel quey + 3 = 17k donc en remplacant dans X+7) =40 ¢ + 3),x + 7 = 40k
doncy = 17k—- 3 etx =40k -7
Vérification :
s'il existe un entier relati tel quey = 17k— 3 etx =40k — 7 alors 1% - 40y = 17x 40k - 7x 17 —40x 17k+3x40=1
donc les solutions de (E’) sont les couplesK407 ; 17k — 3) avedk O Z.

donc par différence membre a membre :

Si 17x =1 [40], il existe un entier relatyftel que 17 = 1 + 40y doncx est solution de (E’) donc il existe un entier tiéla tel que :
x=40k-7
0<x<40 - 0<40k—-7<40 = x <ks 47 = k=1

40 40

Il existe un unique naturel, inférieur a 40 tel que ¥,= 1 [40] :xq =40 -7 =33

3. Sia'’=b[55] alors 55 divisa'’—b et sia*’=1 [55] alors 55 divisa*’— 1
or 17x 33 —40x 14 = 1 don@*"***=b>*[ 55 ] donca! ****=p**[ 55 ]
orat " M=glx g =g x (@) eta?®=1[55], donca?**= 1 [55] donca'*****=a[ 55 ] donch*=a [55].



