1. Pourtoutn e N,onposea=2n+5eth=n-3

a.  Montrer que pour tout diviseur commun de a et b est un diviseur de 11

b.  Endéduire suivant les valeurs de n, les valeurs de d = PGCD(a ; b).

c.  Montrer que les nombresa =2 x 125+ 5 et b = 12° — 3 sont premiers entre eux
2. a. Montrer, pour tout entier naturel n, (N2 + 3 n + 2) est divisible par n + 1.

b. soitA(n)=3n2+5n+109.

i.

Montrerque: A(n)=(n+1)(3n+2)+17 etque A(n)=(n+2)3n-1)+21
ii. Endéduire, les valeurs de n pour que A( n) soit divisible par (n + 1) d’une part et par (n + 2) d’autre part.
c.  Endéduire que pour tout entier naturel n, A(n) n’est pas divisible par (n? + 3 n + 2).

3. On considere dans N x N I’équation (E): 3x-5y =1
a.  Vérifier que (7 ; 4) est une solution de (E).
b.  Trouver alors tous les couples (x ; y) solutions de (E)
4. a. Montrer que pour tout entier naturel n,
nS+1=(m+1)(M*-n®+n?=n+Detn>~1=n-1)(n*+n3+n2+n+1)
. Endéduire que B(n) = n'! —n est divisible par 3
c.  Déterminer le reste dans la division euclidienne par 33 du nombre C(n) =n'! + 32 n + 235.

CORRECTION

1. a. Eliminons nentre aetb, a—2 b = 11 donc tout diviseur commun de a et b est un diviseur de a—2 b donc de 11
b. d =PGCD(a; b) est un diviseur commun de a et b donc de 11

11 est un nombre premier donc soitd = 1 soitd =11

Sid =11, 11 divise b donc il existe un entier k tel quen—-3=11kalorsn =11k + 3
2n+5=2(11k+3)+5=22k+11=11(2 k + 1) donc 11 divise a

Sid=1lalorsn=11k+3

Dans lesautrescas,n =11k +r (0 <r<1letr=3) 11 ne divise pasbdoncd=1

C. Lesnombresa=2x 125+ 5etb=12°5-3sontde laforme 2n+5etn-3avecn=125
12 =1 modulo 11 donc 125 = 1° modulo 11 soit 12° =1 modulo 11 donc 12° n’est pas de la forme 11 k + 3 donc a et b sont premiers
entre eux

2.2, X?+3x+2=0ox=-1oux=-2alorsx?+3x+2=(x+1)(x+2)doncn?+3n+2=(n+1)(n+2)
Pour tout entier naturel n, n + 1 et n + 2 sont des entiers naturels donc (n? + 3 n + 2) est divisible par n + 1.

b. soit A(nN)=3n?+5n+19.

i. (N+1)@Bn+2)+17=3n2+2n+3n+2+17=3n?+5n+19=A(n)
(N+2)(8n-1)+21=3n2-n+6n-2+21=3n%2+5n+19=A(n)
doncA(nN)=(n+1)Bn+2)+17 etA(nN)=(n+2)(3n-1)+21

ii. (n + 1) divise A(n) donc (n + 1) divise A(n) = (n+1) (3n+2)
soit (n + 1) divise 17, n + L est un entier naturel doncn+1=1oun+1=17scitn=00oun=16

(n + 2) divise A(n) donc (n + 2) divise A(n)—(n+2) (3n-1)
soit (n + 2) divise 21, n + 2 est un entier naturel doncn+2=1oun+2=3o0un+2=70un+2=21
soitn=-1(exclune N)oun=1oun=50un=19

C. Si A(n) est divisible par (n? + 3 n + 2), il est divisible par (n + 1) et il est divisible par n + 2

Il est divisible parn + 1 donc n =0 ou n = 16 et il est divisible parn+2doncn=1oun=5o0un=19

Il n’existe aucune valeur de n commune a ces deux conditions donc on ne peut pas avoir simultanément A(n) divisible par (n + 1) et par
(n + 2) donc pour tout entier naturel n, A(n) n’est pas divisible par (n?+ 3 n + 2).

3.a 3x7-5x4=21-20=1donc (7 ;4) est une solution de (E).

donc par soustraction terme aterme 3 (x—7)-5(y—-3)=0s0it3 (x-=7) =5 (y-4)

3x7-5x4=1
3 divise 5 (y — 4) or 3 et 5 sont premiers entre eux donc d’apres le théoréme de Gauss, 3 divise y — 4 donc il existe un entier naturel k
telquey=3k+4
Enremplagant: 3 (x—7)=5x3kdoncx-7=5ksoitx=5k+7
Veérificationsix =5k +7ety=3k+3alors3x-5y=3(5k+7)-5x (3k+4)=1donc les solutions de (E) sont les couples
(5k+7;3k+4)aveck e N.

3x-5y -1
b, {X y

4.a. (+1)(M*-n%+n?2-n+1)=n-n*+n3-n2+n+n*-n3+n?-n+1=n%+1
soitn®+1=(n+1)(n*-ns+n2-n+1)
(n=D)(*+n+n?+n+1)=n®+n*+n+n?+n-n*-nd-n?-n-1=n%-1



soitn®—=1=(M+1) (*+n+n2+n+1)

b. BN)=n(n¥®-1)=n{n>-1)(n®+1)
B(n)=n(n+1) (n-1)(n*-n®+n?-n+1)(n*+n3+n2+n+1)
n-1,netn+ 1sonttrois entiers consécutifs donc I’un d’eux est divisible par 3 donc B(n) = n* — n est divisible par 3.

C. C(n)=n"-n+33n+33x7+4=n-n+4+33(n+7)donc le reste de la division euclidienne de C(n) par 33 est le méme
que celui de la division euclidienne de n* — n + 4 par 33

11 est un nombre premier donc, pour tout entier n, 11 divise n** —n

11 et 3 sont deux nombres premiers entre eux, 11 et 3 divisent n** — n donc d’aprés le corollaire du théoréme de Gauss, 3 x 11 divise
n'! —ndonc il existe un entier g tel que n** —n=11qgdoncC(n)=33xq+4

0 <4 <33 donc le reste dans la division euclidienne par 33 du nombre C(n) est 4



