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Pour tout naturah >1 on pose : | = ;lj.l @-t)"e? dt
2"t ntdo

1. A l'aide d'une intégration par parties, calculer |
2. Démontrer que pour tout naturebl ona: h+1—I,= —%

2" (n+1)!
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3. En déduire par récurrence que pour tout naturel on a : \/E =1+ 3T + .+
4. Montrer que 'on peut trouver une constante A tglle : 0<1,< o 'A
n!

t
On pourra déterminer A en majorant la fonction-: (1 —t)" e2 sur l'intervalle [0 ; 1]

En déduire la limite quanaitend vers l'infini de .u, = 1+% Tll + +2—1n n_1|
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donc4 1, = .[01 @-t)e? dt
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Soitu'(t) = e? alorsu(t) =2 e?
v(t) =1 -talorsv(t) =-1
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donc |1=—g+\/€

-2)

2. On refait une intégration par parties :
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Soit  u'(t) = e2 alorsu(t) =2 e?
vit) = (1 -t " talorsv(t) = - + 1) (1 )"
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La propriété est donc vraie paue 1
Montrons que pour toutde N, la propriété est héréditaire :
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Sie= 1+— —+ = —+I montrons qu'alorsy/e=1+- .—+ .+ — —+————— + 1.
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La propriété est vraie au rang+ 1 donc est vraie pour tontde IN*,
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4. O<t<letlafonctiont - e? estcroissante sur R, done@®? < \/?z

0<l-t<ldonck(1-t)"<1
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doncO<s (1-t)"e?2 < \/_e
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La fonctiont - (1 —t)" e? est définie continue sur [0 ; 1]01 et0< (1 -1)" e2 < \/?z
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donc 0< jo @A-t)"e? dt < jo Je dt
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lim = 2 0 donc d'apres le théoréme des gendarnim l,=0.
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