u est la suite définie par :

. 1
Uo =1 et pour tout nombre entier naturel n: U4, = 3 U, +n-2.

n
Pour tout nombre entier naturel n, S, = Z u, .
k=0

1. Calculeruq,usetusy pUiS So,S1, S,etSs.
2.a. Démontrer que pour tout entier naturel n>4;u,>0
b. En déduire la limite de la suite u.
3. v est la suite définie pour tout nombre entier naturel n, parv,=—2u,+3n— % .
a. Démontrer que v est une suite géométrique dont on donnera la raison et le premier terme.
b. En déduire que pour tout nombre entier naturel n: u, = % [%) +g n- %1 .
c. Exprimer S, en fonction de n. Etudier la limite de la suite (S ).
CORRECTION
1.
n 1 3 4
5 14 67
Un -— -—= —
3 27 81
2 74 155
S, -— -— —
3 27 81
2.a. Initialisation : u, > 0 donc la propriété est vérifiée pour n = 4

Hérédité : Montrons que pour tout entier naturel n>4;siu,>0alorsu,.+;>0

1 . . . 1
Up+1= 3 Up+n-2,n>4doncn-2>2>0deplusu,>0doncu,.; est lasomme de deux expressions strictement positives 3 Un
etn—2,doncun.;>0
La propriété est héréditaire donc pour tout entier naturel n>4; u, > 0.

b. pour tout entier natureln>4;u,>0donCu,+y>n-2.
lim n -2 =+ donc d’aprés les théorémes de comparaison, lim u,.;=+odonc lim u,=+ 0.
n—+ox

n—+wo n—+wo

3.a. Vn+1=*2un+l+3(n+l)f%.

Vis1=—2 Eun+n—2j+3n+3£,
3 2

vn+1=—zun—2n+4+3n+3—é,
3 2

v ——Eu +n—Z
n+1l 3 n 21
2 3 21 1 21
Vpsr1=——U,+-N—-———==|-2u,+3n—-— |,
3 3 2x3 3 2
1 . . . 1 . 21 25
Viner = gvn donc v est une suite géométrique de raison 3 et de premier termevg=—2uUg+ 3 x 0 — > =- > donc, pour tout
. 25(1\"
entier natureln:v,=—- —| =
23
b. vn:—é(lj etvn:—2un+3n—E doncZun:—vn+3n—E
2 \3 2 2

2un:§(lj +3n—é doncun:1 § lj +3n—2—1 doncpourtoutnombreentiernatureln:un:é(lj +§n—é.
2 \3 2 21 41\3 2 4\ 3 2 4



C. S,=upg+tust...+u,

25(1)0 3 21
Up=—|=| +=x0-—

41\3) 2 4
_25(1)" 3 21
U= —|=-| +=xX1——
4\3) 2 4
25(1\° 3 21
Up=—|=| +=x2——
4\3) "2 4

25(1\" 3 21
Up=—|=| +=-n—-—
4\3 2 4

- \ 2 "
En additionnant terme a terme et en mettant d’une part 75 en facteur pour tous les termes de la forme (5) puis g pour tous les

termes de la forme 3 k et en remarquant que — % figure (n + 1) fois :

2 n
Sn:§ 1+£+(}) +(lj +§(1+2+...+n)—2—1(n+1)
4 3 \3 3 2 4

2 n
1+E+(£j +...(Ej estunesommedutype1+q+...Jrq”avecq:l orsiq;é1,1+q+...+q":l_q
3 (3 3 3 1-q
1 n+1 1 n+1
1 (1]2 (1}”_1_(3j 1{3) 3 (1)””
1+=4+|=| +...|=| = = =—|1-|=
3 \3 3 1_} 2 2 3
3 3
1+2+...+n n(n+1)
2
n+1
Sn: §X§ 1-(}) +§XM_£(|']+1)
4 2 3 2 2 4
75 0" 3 21
Sp=—|1-|= +-n(n+1)—-—(n+1
ng((3]J4()4()
75 0N\ 3
Sp=—|1-|= +—(n+1)(n-7
n 8{ (3] ] 4( ) ( )

n+1 n+1
—1<l <ldonc lim (lj =0donc lim E 1—@) =E
3 no+w 3 no>+® 8 3 8

lim (n+1)(n-7)=+wdonc lim S,=+x

n—+wo

Ce qui pouvait se faire sans connaitre 1’expression de S :
Sp=Ug+uUs+...+usorsin=4, u,>0doncsin>4,S,>ug+u;+u,+us+u,
lim u,=+ oo donc par comparaison lim S,=+ o

n—+wo n—+o



