Nouvelle-Calédonie mars 2008
EXERCICE 1 5 points Commun & tous les candida
9

On considére la fonctioindéfinie sur ] —o ; 6 par :f (x) = oy’
- X
u,=-3

U,,,=f(u,)

1. La courbe représentative de la fonctf est donnée sur la feuille jointe accompagnée de del la droite d’équatioy = x.
Construire, sur cette feuille annexe les poiny(ug; 0), M1 (uz; 0), Mo (u,; 0), M3(us; 0) et My(uy; 0).

Quelles conjectures pewin formuler en ce qui concerne le sens de variaida convergence éventuelle de la sw,) ?

On définit pour tout entier naturella suite (1, ) par :{

2.a. Démontrer que si< 3 alors

< 3. En déduire que,, < 3 pour tout entier naturel

b. Etudier le sens de variation de la suitg X
C. Que peut- on déduire des questions. 2t 2.b. ?
3. On considére la suitg{) définie par v,= pour tout entier naturel.
u, -
a. Démontrer que la suitg () est une ste arithmétique de raisc— 3
b. Déterminewn , puisu, en fonction den.
C. Calculer la limite de la suitei).
! |
/
[
/
/
i /
= T
43 =42 1 [
EXERCICE 2 5 points Candidats ayant suivi I'enseignement de spécial

PARTIE A : Question de cours

Quelles sont les propriétés degmatibilité de la relation de congruence avec liadd, la multiplication et les puissanc?
Démontrer la propriété de compatibilité avec latiplitation.

PARTIE B

Onnote 0, 1, 2, ..., 9,p, les chiffres de I'écriture d'un nombre en base

—12 ’
Par exemple a7 =B x12°+ax12+7
—12

Ba7 °=11x 12+ 10 x 12 + 7 4711 en base -

—12
1.a. Soit N;le nombre s'écrivant en base IN; = 1a

Déterminer I'écriture de Nen base 10.

b. Soit N, le nombre s'écrivant en base 'N,=1131=1x 18+ 1x10°+3x 10+ 1
Déterminer I'écriture de Ben base 12.

12

Dans toute la suite, un entier naturet’®crira de maniére générale en baseN = a,a,_;...a;a,
2.a. Démontrer que Nt ag (3). En déduire un critére de divisibilité par 3id’nombre écrit en base

b. A l'aide de son écriture en base 12, déterminN , est divisible par 3.

Confirmer avec son écriture en base 10.

3.a. Démontrer que Na,+ --- +a;+ag(11). En déduire un critére de divisibilité par 11 diummbre écrit en base
b. A l'aide de son écriture en base 12, déterminN ; est divisible par 11.

Confirmer avec son écriture en base 10.

—12
4, Un nombreN s’écrit x4y . Déterniner les valeurs dx et dey pour lesquelles Nst divisible par 3.
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EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats
Deux éleveurs produisent une race de poissonseafioent qui ne prennent leur couleur définitive difige de trois mois :
e pour les alevins du premier élevage, entre I'agdealex mois et I'age de trois mois, 10 % n’ont pawvécu, 75 % deviennent
rouges et les 15 % restant deviennent gris.
» pour les alevins du deuxiéme élevage, entre I'@gdedix mois et I'age de trois mois, 5 % n’ont pasécu, 65 % deviennent
rouges et les 30 % restant deviennent gris.
Une animalerie acheéte les alevins, a I'age de denis : 60 % au premier éleveur, 40 % au second.
Un enfant achéte un poisson le lendemain de soréara I'animalerie, c’est-a-dire a 'age de dewisn
Montrer que la probabilité que le poisson soitdow$ vivant un mois plus tard est de 0,92.
Déterminer la probabilité gu’un mois plus tard &gson soit rouge.
Sachant que le poisson est gris a I'age de trois,maelle est la probabilité qu'il provienne demier élevage ?
Une personne choisit au hasard et de facon indépéné alevins de deux mois. Quelle est la protb@lgj’'un mois plus tard,
seulement trois soient en vie ? On donnera uneivajgprochée a IG preés.
3. L'animalerie décide de garder les alevins jusqi®gd de trois mois, afin qu'’ils soient vendus aket couleur définitive. Elle
gagne 1 euro si le poisson est rouge, 0,25 edrest’gris et perd 0,10 euro s'il ne survit pas.
Soit X la variable aléatoire égale au gain algébriqu€atenhalerie par poisson acheté. Déterminer la ®ipdobabilité deX et son
espérance mathématique, arrondie au centime.

Moo R

EXERCICE 4 5 points Commun a tous les candidats
L'espace est rapporté a un repere (d ;E ) orthonormé. Soit un nombre réel.

X=9+ 4t
On donne le point A(- 1 ; 2 ; 3) et la droite Dsystéme d’équations paramétriquesy = 6+t
z= 2+2t

Le but de cet exercice est de calculer de dewntaddférentes la distanckentre le point A et la droite D.
a. Donner une équation cartésienne du plan P , peiqpdaile a la droite D et passant par A.
Vérifier que le point B(- 3 ; 3 ; — 4) appartientaadroite D.
Calculer la distancdg entre le point B et le plan P .
Exprimer la distancd en fonction del et de la distance AB. En déduire la valeur exdete
Soit M un point de la droite D. Exprimer AM en fonctiontdeRetrouver alors la valeur de

MNe o oR
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CORRECTION

EXERCICE 1 5 points Commun a tous les candidats
1. La suite (1,) semble étre croissante et converger vers 3.

2.a. festune fonction continue, dérivable surcy+6 [

9 L ‘
f'()= ——. o[ T ‘
f’(x) > 0 dond est strictement croissante surd- 6 |,
donc six < 3 alordf (x) <f (3) orf (3) = 3 dond (x) < 3

< 3.

'
— - L L e

/R N

b e m o m o — =

soit ; six < 3 alors

Montrons par récurrence que pour towteN, u, < 3
Vérification :uy=— 3 dona < 3, la propriété est vraie ponr= 0
Hérédité :Montrons que pour toutdeN ; siu,< 3 alorsu,+1< 3

d’'aprés la propriété précédentexsi 3 alors

< 3 donc puisqua, < 3 alorsf (u,) <3

orf(u,)=un+doncu,. 1< 3. La propriété est héréditaire donc est vraigr poutn deN

9 9-6u,+u? (3-u,)?
—Uu,= =

6-u, " 6-u, 6-u,
Un<3donc (3-4,)?>0et6-u,>0doncuns1—U,>0
La suite (1, ) est strictement croissante.

On pouvait aussi démontrer la propriété par réceee

Vérification :uy=—3 etu; = 1 doncuy < uy, la propriété est vraie poar= 0
Hérédité :Montrons que pour toutdeN ; siu,<U,+1< 3 alorsu,+1<Up+2<3

b. Up+1—Up=

f est strictement croissante surg- 6 [,u,<up.:< 3 doncf (u,) <f(u,) <f(3)
orf (u,) =un.etf (3) =3 donai, 1< U, < 3. La propriété est héréditaire donc est vraigr poutn deN

C. La suite ¢, ) est strictement croissante, majorée par 3 doneerge et sa limité est inférieure ou égale a 3.
9 9 9-18+3u, 3@u,-3 6-u,
3.a Vp41= Oru,+1=—— doncu,+,— 3= -3= = doncv,s1= ————
ne1 — 3 6-u, 6-u, 6-u, 6-u, 3u,-93
6-u, 1 _6-u, -3 3-u, u,-3 1

doncv,.1—Vp=

3u.-3 U -3 3. -3 3u.-3 3u.-3 3

n

. . e .1
donc la suite\(,) est une suite arithmétique de ralso%.—

b. (v,) est une suite arithmétique de raison— % de premier terme, doncv,=vg+nr
1 1 _=1-2n _ 1+2n
Vo= —— =——= doncv, = =—
u,-3 6 3 3
vV, = doncun—3=i doncun=3+i soitu, =3 — 3
u,-3 v, v, 1+2n
C. lim =0donc lim u,=3

no+o 1+2n no+ow
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EXERCICE 2 5 points Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité
PARTIE A : Question de cours
Soienta, b, ¢, d des entiers relatifs etun entier naturel non nul.
e Sia=b[p]alorsa+c=b+c[p]
Conséquence :
Sia=b[p]etc=d[p] alorsa+c=b+d][p]

» Sia=b][p]alorsac=bc]p]
Conséquence :
Sia=hb[p]letc=d[p] alorsac=bd[p]

« Sia=h[plalorsa"=b"[p]

Démonstration
Sia= b [p] alorsp divisea —b doncp divisec (a—b) soitp diviseac—b csoitac=bc[p]

Sia=b|[p] alorsac=bcsic=d[p] alorsbc=bd[p] doncd diviseac—b c etd diviseb ¢ —b d doncd divise leur somme
d diviseac—bc+bc—bdsoitd diviseac—bddoncac=bd[p]

PARTIE B
l.a N;=11x12%+1x 12+ 10 = 1606

b. 1131 =7x122+10x12+3=7a3"

2.a. N=a,x12"+ ... +a;x12+agor 12=0 [3] donc N= a, [3]

Un nombre écrit en base 12 est divisible par ®sichiffre des unités est0; 3 ; 6 ou 9.
b. N,=7a3" doncay=3donc N =0 [3] donc N, est divisible par 3.

1131 = 3x 373 donc N est divisible par 3.

3.a a,..a,a, =ag+ayx12+a,x 12+ ... +a,x 12" or 12= 1 [11] donc pour touk entier naturel, 19=1[11]

donc N=a, + ... ta;+ag[11]
N est divisible par 11 si et seulement si la somdmses chiffres (en base 12) est divisible par 11

b. N;=Bla = or11 +1 + 10 = 22 donc Nest divisible par 11.
1606 = 11x 146 donc N est divisible par 11.

4, l<x<1letO<y<11, 3 etll sont premiers entre eux, donc N estidie par 33 si et seulement s'il est divisibkr A1 et
par 3

soit si et seulement gi= 0 [3] etx + 4 +y =0 [11]

siy=0 alorsx =7 donc N = 1056

siy =3 alorsx =4 donc N = 327

siy=6 alorsx=1 donc N = 198

siy=9 alorsx =9 donc N = 1353
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EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats
Soit les événements : M I'alevin est moi; I'alevin est en vie ; G I'alevin est gris ; R I'al@ est rouge.

1. M

R
l.a pM)=p(MnE;)+p(Mn E,)=0,6x0,01+0,4¢ 0,05 =0,08
p(M ) = 1 —p(M) donc la probabilité que le poisson soit toupuivant un mois plus tard est de 0,92.

1.b. p(R)=p(Rn E;) +p(R n E,) =0,6x0,75 + 0,4x 0,65 = 0,71

p(Gn E,;)
1.c pe(Ey)=—"
p(G)
p(G) =p(G n E;) +p(G n E,)=0,6%x0,15 + 0,4x 0,3 = 0,21
0,6x0,15_ 3
=———""=-=043
Pc(E1) 0.21 7
2. Une personne choisit au hasard et de fagon indépémnd alevins de deux mois. On a une successidh ekpériences

aléatoires identiques et indépendantes, chacutlesbedeux issues :
e lalevin est en vief = 0,92)
< lalevin n’est pas en vieg(= 0,08)
donc la variable aléatoire X comptant le nombrédedias en vie suit une loi binomiale de paraméfges0,92).

5
p(X =3) = (3] x 0,92° x 0,08%= 0,04984

3.
X —0,1 1 0,25 Total
p(X =X) 0,08 0,21 0,71 1
Xxp(X=x) | - 0,008 0,21 0,1775 0,3795
E(X) = 0,3795
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EXERCICE 4 5 points Commun a tous les candidats

1.a. Un vecteur directeur de D est le vecteﬁ(rzl :1; 2), le plan P, perpendiculaire a la dréitelonc u est un vecteur normal au
plan P donc une équation de P est#y + 2z+d =0

A appartienta P donc -4 + 2 + @l+= 0 soitd=— 4

Une équation de P estx4+y +2z—-4=0

b. Le point de D correspondant & — 3 a pour coordonnéés 3 ; 3 ; — 4) donc le point B (- 3 ; 3 ; — 4) appent a la droite D.
[4% (= 3)+ 3+ 2x  3)- 4L 21:\/71
J 4% +1%+ 22 J21
d. Soit H la projection orthogonale de B sur le plaBRA =dg
La droite D est perpendiculaire au plan P donc (Ast)perpendiculaire en H a la droite D donc Entgle AHB est rectangle en H et

d=AH or AH?+dg%= AB?doncd= /| AB? -d2 or AB?= (— 1 + 3} + (2 — 3¢+ (3 + 4) = 54 donad? = 54 — 21 = 33

doncd =,/ 33

C. la distanced g entre le point B et le plan P ekt =

2. M estun point de la droite D donc a pour coordonnées49; 6 +t ; 2 + 2t) donc : AM? = (10 + 4t) > + (4 +t) 2 + (2t — 1)
AM ?=16t%+ 80t + 100 +t>+ 8t + 16 + 4t° — 4t + 1 donc AM? = 21t% + 84t + 117.
La distance de A a la droite D est la plus petistatice AM, donc le carré de la distance correspmndninimum du trinéme
21t%+ 84t + 117.
Soitf (t) = 21t?+ 84t + 117 alorg '(t) = 42t + 84 = 42 (+ 2) donc :

t — 00 -2 + 00
f'(1) - 0 +

¢ \ /

f est décroissante sur ps-; — 2 ] et croissante sur [ 2 o[ doncf admet un minimum pour= — 2,f (- 2) = 33 donad? = 33 donc

d=.,33
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