Sur la figure ci-dessous, sont représentées ldbeoaprésentative C dans le repére orthonormadl/{0j’'une fonctionf définie et
dérivable sur E ainsi que son asymptote D et ggetae C, au point d’abscisse 0.

\{

On sait que le point J(0 ; 1) est centre de syméle la courbe C, que I'asymptote D passe pardedspK(— 1 ; 0) et J que la

tangente C, a pour équatipn (1 —e)x + 1.

Partie A - Expression de f

1. Déterminer une équation de D.

2. On suppose qu'il existe deux rémlstp et une fonction cp définie sur R telle que, pawt réelx, f (X) =mx +p + ¢(X)
avecxlinjw d(X)=0.

a. Déterminem etp.
b. Démontrer que, pour tout réelf (x) +f(—x) = 2.
C. En déduire que la fonctighest impaire puis que la fonctiéh dérivée dé, est paire.
3. On suppose maintenant que, pour toutxéél (x) = (ax + b) e " ouaetb sont des réels.

Démontrer, en utilisant les données et les résytiatcédents, que= - e eth=0.
Partie B
On considére la fonctiohdéfinie sur R paf (x) = 1 +Xx— X e ™ eton suppose que la courbe C représente la éorfadians le repére
l.a.  Vérifier que, pour tout réeal: f')=1+(2x%—-1) e "*1. Calculerf '0).
b. Veérifier que C, est bien la tangente a la co@ks point d’abscisse 0.

Etudier la position relative de la courbe C et @¢amgente C,
2. Le graphique suggeére I'existence d'un minimefatf def sur [0 ; 1] .
a. Démontrer qué”(x) est du signe de%— 4x>
b. Démontrer que I'équation’(x) = 0 admet une solution uniqaesur ] 0 ; 1].
C. Démontrer que 0,51 & < 0,52 .
d. Exprimerf (a) sous la forme d’'un quotient de deux polynédmea.en

CORRECTION
PARTIE A
1. (JK) est une droite qui n'est pas parallélexeldes ordonnées donc a une équation de la formaex + b
1=ax0+b
Cette droite passe par les points J et K de cooss(0 ; 1) et (— 1 ; 0) dm{cO % (-1)+b donca=b=1
—-a -

(JK) a pour équatiop=x + 1.

2.a () —(mx+p) =d(x) or Xlirgw d(x)=0 doncxlirpwf X)—Mmx+p)=0

donc la droite d'équation=mx + p est asymptote a la courbefden +oo, or la droite (JK) est asymptote a C ew +
doncm=1etp=1dond (X) =x+ 1 +d(X)

2.b. J@ ; b) est centre de symétrie de C donc pourxaeel :f (2a—x) +f(x) =2b
Icia=0etb=1dond (x) +f (—x) =2

2.c. f(X) =x+ 1 +¢(x) doncf (-x) = —x + 1 +$(—x) en remplacant darigx) +f (—x) =2 :
X+1+p(X) —x+ 1 +d(—X) =2 soitp(x) + ¢(—x) =0 donc pour tout réel :p(—x) = —p(x) donco est impaire

f est définie dérivable sur IR
f (X) +f (—x) = 2 donc en dérivant : pour tautéel :f '(x) + [-f '(—x)] = 0 soitf '(—x) =f '(x) doncf ' est paire

3. ¢ est impaire don¢(—x) = ¢(x) donc pour touk réel : (—ax +b) e X =— @x+b) e



pour toutx réel e " #£0, donc pour toutréel : —-ax+b=-ax-b
soit pour touk réel : 2b =0 doncb =0

f(x)=x+1+axe ™™

X x?2

Soitu(x) = e~ ’ doncu'(x) = — 2xe"”

doncf'(¥) =1+ae ™ —2ax?e™™
La tangente en J a pour coefficient directeur ldercf'(0)=1—-edoncl&#=1—-edona=-¢e
f(x)=x+1—exe * soitf (X) =x+ 1 -—xe *

—x2

PARTIE B

l.a D'apres la premiére partié¢'(x) = 1 —a e +2ax’e
soitf' () =1-e ¥t +2x2 e * doncf'(X) =1 + (2x>—1) e ¥ **
f'0)=1-e

)(2

aveca=-—¢€

1.b. La tangente T au point de la courbe d'abscisspdur équatiog =f'(0) x +f (0)
f(0)=1etf'(0) =1-edonc T a pour équatipr (1 —ex+1

f()—[(L—ex+1]=x+1-xe ¥ 1—(1-ex-1
fO)—[(L-—ex+1]=(e—e**)x
f)—[(L-ex+1]=e(l-e*)x

, 2 . —_yv2
Pour toutx réel, x?>< 0 donce ™ < 1doncsil-e % =0

f(X) — [(1 —e)x + 1] a le méme signe queadonc six < 0, la courbe est en dessous de la tangente
six = 0, point de contact de la courbe et de la tategen
six > 0, la courbe est au dessus de la tangente

2.2 f'(=1+(2x>-1)e "

f'(x) = 4xe ™ 1+ (2x2= 1) (- 2xe ™" *1)

fr(x)=2x e ¥ "2 — (2x2 - 1)]

f'(x) = 2x e ¥ *1(3 — 2x?)

Pour toutx réel, e ™" > 0

doncf "(x) a le méme signe quexq3 — 2x?)

soitf "(x) a le méme signe quexé- 4x°

2.b. 3-2x?=0< x= \/g oux=-— \/g donc 3 — X2 est positif entre les racines donc sur [0 ; 1]

doncsur]0; 1], X (3 —2x?) > 0 d'ou le tableau de variationfde

X 0 1
f*(X) 0 +

' 2

La fonctionf ' est définie continue strictement croissante 8yr]],f'([0; 1)) =[1—-¢€; 2]
00 [1 —e; 2] donc I'équatiafi(x) = 0 admet une seule solutiarsur [0 ; 1].

2.c f'(0,51) < 0 ef '(0,52) > 0 ef ' est strictement croissante sur [0 ; 1], donc &%1< 0,52.

2.d. f(a)=0< 1+(202-1)e "
et 1

donce 5
20°-1

, a
f(@)=1+a -0 e “ ** doncf(0) =1 +a +

(a) (a) 2aZ-1
20%+20?%-1

f =
(@ 202-1



