France septembre 2006

1 On considére I'équation (E) : X7— 24y = 9, ou &, y) est un couple d’entiers relatifs.

a. Vérifier que le couple (9 ; 6) est solution de légjon (E).

b. Résoudre I'équation (E).

2. Dans une féte foraine, Jean s'installe dans un geang&culaire représenté par le schéma ci-dessbopsut s’installer sur

I'un des huit points indiqués sur le cercle.
A

Le manege comporte un jeu qui consiste a attrapgrompon qui, se déplace sur un
cable formant un carré dans lequel est inscriekele. Le manége tourne dans le sens
des aiguilles d’'une montre, a vitesse constantiitllun tour a vitesse constante. |
fait un tour en 24 secondes. Le pompon se déplacs tt méme sens a vitesse
constante. Il fait un tour en 17 secondes.

Pour gagner, Jean doit attraper le pompon, et ipedt le faire qu'aux points de
contact qui sont notés A, B, C et D sur le dessin.

Alinstantt = 0, Jean part du point H en méme temps que lgporpart du point A

a. On suppose qu’'a un certain instadean attrape le pompon en A. Jean a déj3
pu passer un certain nombre de fois en A sansuyérde pompon. A linstarit, on
notey le nombre de tours effectués depuis son prem&sgue en A et le nombre de
tours effectués par le pompon.

Montrer que X, y) est solution de I'équation (E ) de la question 1.

b. Jean a payé pour 2 minutes ; aura-t-il le temptreljzer le pompon ?

C. Montrer, qu’en fait, il n’est possible d’'attraperpgompon qu’au point A. C

d. Jean part maintenant du point E. Aura-t-il le temijastraper le pompon en A avant les deux minutes ?

CORRECTION
la 17x9 —24x 6 = 153 — 144 = 9 donc le couple (9 ; 6) est smutle I'équation (E).

17x-24y=9
{ y donc par différence membre a membre :

17x 9- 24x 4= ¢
17 k—9)—-24y-4)=0
soit 17 & — 9) = 24 ¥ — 4) donc 17 divise 24/ 4) or 17 et 24 sont premiers entre eux doncrd&afe théoréeme de Gauss, 17 divise
y— 4. Il existe un entier relatiftel quey — 4 = 17k donc en remplacant dans X/—<9) = 24 y — 4),x— 9 = 24k
doncy =17k + 6 etx =24k +9
Vérification :
s'il existe un entier relatik tel quey = 17k + 6 etx =24k + Q alors 1 — 24y = 17x 24k + 17x 9 —24x 17k—-24x4 =9
donc les solutions de (E’) sont les couplesk269 ; 17k + 6) avedk O Z.

2.a. Si x est le nombre de tours effectués par le pompaenhps écoulé est= 17x
Siy est le nombre de tours effectués depuis le prepaissage de Jean, le temps écoulé est égal aut@mpar Jean pour aller de H

a A plus le temps mis pour faiygours soit = 24y + 24 x g =24y +9

Jean attrape le pompon doncxl¥ 24y + 9 soit 17x — 24y =9
(%, y) est solution de I'équation (E ) de la question 1.
donc il existe un entier relatiftel quey = 17k + 6 etx = 24k + 9 orx> 0 donck> 0

b. D’aprés I'ensemble des solutions, le plus petitpdede nombres positifs vérifiant cette équatiarieesouple (9 ; 6).
Le temps nécessaire a Jean pour attraper le poegb@u minimumt=17x 9 =9 + 24x 6 = 153 secondes.
En deux minutes Jean n’a pas le temps d’attrapsorgon.

C. En raisonnant comme &ua.

— Si Jean attrape le pompon au point B, on doi'lra\;r:c)lj7 +17x = gx 24 + 24y = 68x=43 + 9§ = 68x-96y=43.

Or le PGCD de 68 et 96 est 4 qui ne divise pasld¢ cette équation n'a pas de solutions entieres.

— Si Jean attrape le pompon au point C, on doiira\rol—z7 +17x = %x 24 + 24y = 34x=25+ 48y = 34x-48y=25.

Le PGCD de 34 et 48 est 2 qui ne divise pas 25; dette équation n’a pas de solutions entiéres.

— Si Jean attrape le pompon au point D, on doiira\ﬁo%1 +17x= éx 24 + 24y = 68x=-39 + 96y = 68x-96y=— 39.

Le PGCD de 68 et 96 est 4 qui ne divise pas 3% dette équation n’a pas de solutions entiéres.
Conclusion : Jean ne peut attraper le pompon cuoéut A.

d. Si Jean part de E, on a toujouts=:17x et pour Jeah= éx 24 + 24y =3 + 24y d'ol 17x=3 + 24y = 17x— 24y = 3.

Or 17 x 3 - 24 x 2 = 3, donc le couple (3 ; 2)sedtition de cette équation.
Le temps nécessaire a Jean pour attraper le poagton 17 x 3 = 51 secondes qui sont inférieures aux danutes payées.



