On se place dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal direct (O ; u,v ).

1. Un triangle

a. On considére les points A, B et C d’affixes respectives:a=2 ;b =3+ i\/§ etc=2 i\/§ .
Déterminer une mesure de I’angle ABC .

b. En déduire que I’affixe o du centre Q du cercle circonscrit au triangle ABC est 1 + i\/§ .

2. Une transformation du plan

. i 1+i43 .
On note (z,) la suite de nombres complexes, de terme initial zo = 0, et telleque : 2.1 = Tf Zn, + 2, pour tout entier naturel n.

Pour tout entier naturel n, on note A, le point d’affixe z,,.
a. Montrer que les points A,, Az et A, ont pour affixes respectives : 3 + i ﬁ 12+ 210 \/>3 et2 i\/§

Onremarqueraque:A;=A A, =BetA,=C
b. Comparer les longueurs des segments [A1 A2], [A2Az] et [AzA4].

C. Etablir que pour tout entier naturel n,ona:z,,;— o = # (zh-®),

ol w désigne le nombre complexe défini a la question 1. b.

d. En déduire que le point A+ est I'image du point A , par une transformation dont on précisera les éléments caractéristiques.

e. Justifier que, pour tout entier naturel n,ona: Ay, = A,

Déterminer I’affixe du point A 5.

3. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative, méme non fructueuse, sera prise en compte dans
I’évaluation.

Déterminer, pour tout entier naturel n, la longueur du segment [A, A,+1].

CORRECTION
1. Un triangle
a. Trois démonstrations possibles :

Cas 1 : puisque I’énoncé demande un angle géométrique (donc non orienté) on peut calculer le produit scalaire BA . BC.
BA.BC=BA x BC cos ABC

BA apour affixe =1 —1i \/E donc a pour coordonnées (-1 ; —ﬁ)

BC a pour affixe — 3 + i,/ 3 donc a pour coordonnées (- 3; /3) donc BA.BC= (1) x (=3) +(-+/3) x /3 =0

Les vecteurs BA et BC sont orthogonaux donc ABC = g :

Cas 2 : on évalue une mesure de I’angle (BA , BC)

(E&,E@Farg{c_bj or £2B_ =3+ ;:_iﬁ

a-b a-b _1_j
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(BA,BC)=arg(-i/3) donc (BA,BC)= —E+2kn(keZ).
Cas 3 : d’aprés la figure le triangle ABC semble étre rectangle en B
AB?=|1+i/3 |* =4
BC2=|-3+i3 |2=12etAC2=|2+2i,/3 |=16

donc AB2 + BC2 = AC? le triangle ABC est rectangle en B donc ABC = % .

b. le triangle ABC est rectangle en B donc le centre Q du cercle circonscrit au triangle ABC est le milieu de I’hypoténuse [AC] donc
o =2 donc Iaffixe o du centre © du cercle circonscrit au triangle ABC est 1 + i\/§ .
2. Une transformation du plan

1+i43
a. zo=0donc21=T‘/720+2=2



22:1+i2\/§ zl+2=Mx2+2=1+i 3+2=3+i,/3;
232#22+ 1*"F x(3+iy3)+2

Z3:3+i 3+23i\/’—3+2:2i 3 40
Z4=#Z3+ 1*'\/_ x(2+2i\3)+2

24:(1+i\/>3)><(1+|\/>) +2:1+2h/§—3+2
Z4=2i\/§

Les points A, A et A, ont pour affixes respectives : 3 + i\/>3 ;2+2 i\/>3 et2i \/>3

b.  A1A2=|3+i3 -2]?=|1+i/3 |?=4
A A2=12+2i /3 -(B+i3)|2=|-1+i/3|?=4
AsA,2=12i /3 -(2+2i3)|?=|-2 |2=4
donc les longueurs des segments [A 1A, ], [A2As] et [A3A4] sont égales.
1+i\/§ (Zn—w)=1+i\/§ Zn—1+i\/§w
2 2 2
1+i3 1+i3 (1+i43)?
T(Zn_w): 2 tn= 2

1+i2ﬁ (zn—m)=1+i2‘/§ , ~2+2i/3

2

—1+i2\/_3 (Zn_w):—1+i2\/_3 zn+1—i\/§

Zne1= O =21 = 1”2‘/73 Zo+2-(1+i3)= 1”2‘/73 Zo+1-i4/3

. 1+i43
donc pour tout entier naturel n,ona:z,.;—®= 2*/7 (zp-o).

1+i
d. Soit r la transformation d’écriture complexe z’ \/_ (z- o)

1+i43 iz . .
Tf =e 3 donc la transformation r est une rotation de centre Q d’angle g

. 1+i43 . .
pour tout entier naturel n,ona:zp,.;—®= 2‘/7 (z,—-®)donc le point A, . 1 est I’image

du point A, par la rotation r de centre Q2 d’angle g .
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i— iz
e. Zn+1—®= e 3 (Zp—w)etzpio—0= e 2 (Zp+s1—®)

LT - T
i— i—
donczp.r—w=¢e 3 xe 3 (zp,—w)

28 i2m 28 2m
Ins2—® —e 8 (zn—w)donCzpis—w=¢e€ 3 (Zp+2—®)=e 3 xe 3 (Zp—-®)
Insga—O® (Zn )

.471
In+g— O e (Zn+4—c0)—e 3><e 3 (Zp-0)

Znsg—0=e'2" (Zn—®)= Zpn—0doncz,+g = Z,donc, pour tout entier naturel n,ona: A,.s= A



