Polynésie juin 2009
Exercice 1 4 points Commun a tous les candidats.
Une entreprise fabrique des lecteurs MP3, dont®At défectueux.
Chaque lecteur MP3 est soumis a une unité de derdoit la fiabilité n’est pas parfaite.
Cette unité de contrdle rejette 98 % des lecteUrs Méfectueux et 5 % des lecteurs MP3 fonctionoamectement.
On note :

« D /l'évenement: « le lecteur MP3 est défectueux » ;

« RI'évenement : « I'unité de contrdle rejette letéair MP3 ».
1. Faire un arbre pondéré sur lequel on indiquerddesiées qui précedent.
2.a. Calculer la probabilité que le lecteur soit défectuet ne soit pas rejeté.
b On dit qu’il y a une erreur de contrble lorsquéeleteur MP3 est rejeté alors qu'il n’est pas défeak, ou qu'il n’est pas rejeté

alors qu'il est défectueux.
Calculer la probabilité qu'il y ait une erreur dentréle.

3. Montrer que la probabilité qu'un lecteur MP3 net gais rejeté est égale a 0,894 2.
4, Quatre contrdles successifs indépendants sontenaint réalisés pour savoir si un lecteur MP3 peatddmmercialisé.
Un lecteur MP3 est :
« commercialisé avec le logo de I'entreprise sitbis avec succes les quatre controles successifs,
* détruit s'il est rejeté au moins deux fois,
» commercialisé sans le logo sinon.
Le co(t de fabrication d’'un lecteur MP3 s’élévela€s
Son prix de vente est de 120 € pour un lecteur Bggret 60 € pour un lecteur sans logo.
On désigne par G la variable aléatoire qui, a chdgateur MP3 fabriqué, associe le gain algébrignesuros (éventuellement
négatif) réalisé par I'entreprise.

a. Déterminer la loi de probabilité de la variableadtére G.
b. Calculer & 10°prés I'espérance mathématique de G. Donner uneigtation de ce résultat.
Exercice 2 5 points Candidats n’ayant pas suiviédnseignement de spécialité

Partie A : Restitution organisée de connaissances

Le plan complexe est muni d’un repére orthonornalctl

On supposera connus les résultats suivants :

* Pour tous points A, B et C du plan d’affixes msjivesa, b etc, avec Az C et AZ B :
b-a
c-a
« Soitz un nombre complexe et séiun nombre réelz= e'’si et seulement siz|| = 1 et argf) =6 + k x27 oIk est un entier relatif.
Démontrer que la rotatiand’anglea et de centr€ d’ affixe o est la transformation du plan qui a tout point Hfiike z associe le
point M’ d’affixe Z telle que Z - o = €' (z— w).

Partie B

Le plan complexe est rapporté & un repére orthoalodirect (O,u , v), unité graphique 1 cm.

Soitf l'application qui, a tout point M d’affixe associe le point Mi'affixe Z telle que Z =iz+ 4 + 4 i.

1.a. Déterminer I'affixen du pointQ tel quef (Q) = Q.

;a] = (AC,AB) +k x 27 ouik est un entier relatif ;
c-a

b. Montrer que, pour tout nombre complexena iz —4i=i@-41i).
C. En déduire la nature et les éléments caractéresiglef .
2. On note A et B les points d’affixes respectiees4 -2 iebh=-4+61.
a. Placer les points A, B € sur une figure que I'on complétera au fur et aunesles questions.
b. Déterminer les affixes des point$ ét B images respectives des points A et Bfpar
3. On appellam, n, p etq les affixes des points M N, P et Q, milieux resfisdes segments [A} [A'B], [BB'] et [B'A].
a. Déterminem. On admettraque=1+7ip=-3+3ieg=1-1.
b. Démontrer que MNPQ est un parallélogramme.
. : s -m - =
C. Déterminer la forme algébrique du nombre complg*e— . En déduire la nature du quadrilatere MNPQ.
n-m
4, Démontrer que les droites '@ et (QN) sont perpendiculaires.
Exercice 2 5 points Candidats ayant suivi I'enseiggment de spécialité

Partie A : Restitution organisée de connaissances

Le plan complexe est muni d'un repére orthonornraiotl

On supposera connu le résultat suivant :

Une applicatiorf du plan dans lui-méme est une similitude directt seulement diadmet une écriture complexe de la forme
Z=az+boualOC-{0tetbOC.

Démontrer que si A, B, et B sont quatre points tels que A est distinct de B'etst distinct de Balors il existe une unique
similitude directe transformant A el &t B en B.

Partie B

Le plan complexe est muni d’un repére orthonornialetl (O, u , V), unité graphique 2 cm.

On note A, B, C, D et E les points d'affixes redpazsz,=21i,zp=2,2c=4+6i,zp=—-1+ietzg=-3 + 3.

1. Placer les points sur une figure qui sera complétérir et a mesure des questions.
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Déterminer la nature du triangle ABC.

Soitf la similitude plane directe telle qfiéA) = D etf (B) = A.

Donner I'écriture complexe de

Déterminer I'angle, le rapport et le cenfele cette similitude.

Montrer que le triangle DAE est I'image du triangiBC par la similitude .

En déduire la nature du triangle DAE.

On désigne paff(,) le cercle de diamétre [AB] et pdr §) le cercle de diamétre [AD].
On note M le second point d’intersection du ce(Elg et de la droite (BC), et N le second point d'reeetion du cercld(;) et de la
droite (AE).

a. Déterminer I'image de M par la similitude

b. En déduire la nature du trianglMN.

C. Montrer que MB x NE = MC x NA.

AOOT R WN

Exercice 3 5 points Commun a tous les candidats.

L’espace est muni d’'un repére orthonormal,{, k).

On considere les points : A(1;-1;3),B(0;18,,C(6;-7;-1),D(2;1;3)etE4; - 8),
1.a. Montrer que le barycentre du systeme {(A, 2), (B,);(C, 1)} est le point E.

Déterminer les coordonnées du point F intersedwmlta droite (EC) et du plan (ABD).

. Dans cette question, toute trace de recherche,mécoenpléte, ou d’initiative, méme non fructueusea prise en compte
dans I'évaluation

Montrer que le plan (ABD) et 'ensemblle déterminé a la question 1., sont sécants. Prdes@léments caractéristiques de cette
intersection.

b.  En déduire I'ensemblE des points M de I'espace tels q\Pem -MB +MC ” =2.21.
2.a. Montrer que les points A, B et D définissent umpla

b. Montrer que la droite (EC) est orthogonale au [KBD).

C. Déterminer une équation cartésienne du plan (ABD).

3.a. Déterminer une représentation paramétrique dedidedfEC).

b.

4

Exercice 4 6 points Commun a tous les candidats.
Le plan est muni d’un repére orthogon@l ( ,] ).
Partie A

La courbe (C ), donnée en annexe, est la courbe
représentative d’une fonctidrdérivable sur [0 ; +o [, de
fonction dérivéd ' continue sur [0 ; +o [.

03 +

La courbe (C) passe par les points O ElAl—j; et, sur
e

[0; 1], elle est au dessus du segment [OA].

1 1
1. Montrer quej . f'()dx = e
e

1 1
2. Montrer quej . f(x)dx> 1o
e

Partie B
On sait désormais que la fonctiboconsidérée dans la partie A est définie sur [Oo;[+par :f (X) = x2e+ 1
X
1. Déterminer la limite dé en +o0. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
2. On considere la fonctiog définie sur [0 ; 4o [ par :g (x) =x°+x?+x~ 1.
Etablir que I'équationy (xX) = 0 admet une solution uniqaedans l'intervalle [0 ; +o [.
3.a. Montrer que pour tout de [0 ; +oo [, f'(X) etg (x) sont de signes contraires.
b. En déduire les variations desur [0 ; +o [.
4, On considére la suiteif ) définie pour tout entier naturelpar :u, = j in f(x)dx.
X 1

a. Montrer que pour toutde [0 ; +o [, 0< —; < —.

X“+1 2
b. Montrer que pour tout entier naturgl0o< u, < %(e‘n —e M),
C. En déduire la limite da, quandn tend vers +o.
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CORRECTION

Exercice 1 4 points Commun a tous les candidats.
1.
0,98 R
D
0,0 0,02 —
R
09 0,05 R
D
0,9 —
R

2.a. Lesévénements D et R sont indépendants donc atissi don@(D n ﬁ) =p(D) x p(ﬁ) = 0,06x 0,02 = 0,0012
b. p=p(Dn R)+p(Dn R)=0,94x 0,05 + 0,0012 = 0,0482

3. p(R)=p(DnR)+p(Dn R)=0,94x 0,95 + 0,0012 = 0,8942.

4. On a une succession de 4 expériences aléatoirgijdes et indépendantes, chacune d’elle a deugsss

succes : le lecteur est accepté par le contpte(,8942)

échec : le lecteur est rejeté par le contrgle { —p = 0,1058)

Soit X la variable aléatoire mesurant le nombreal@roles positifs, X suit une loi binomiale de graetres (4 ; 0,8942).

a. p(X = 4) =0,6393
Le gain est alors égal & 120 — 50 = 70 € du{ez= 70) = 0,6393

Le lecteur est détruit s'il est rejeté au moingi2 flonc s'il est rejeté 2 ; 3 ou 4 fois donc stibit avec le test 2 ; 1 ou 0 fois
La probabilité que le lecteur soit détruit pst p(X < 2) =p(X = 0) +p(X = 1) +p(X = 2) = 0,0581
Le gain est alors égal a — 50 € d@ié = — 50) = 0,0581

Le lecteur est commercialisé sans le logo s’irefté une seule fois donc accepté 3 fois
La probabilité que le lecteur soit commercialiséssie logo esp(X = 3) = 0,3026
Le gain est alors égal a 60 — 50 = 10 € do(@& = 10) = 0,3026

La loi de probabilité de la variable aléatoire Grésumée dans le tableau :

X - 50 10 70 Total
p(G =x) 0,0581 0,3026 0,6393 1
Xp(G =X) — 2,905 3,026 44,751 44,872
b. A 107%preés, I'espérance mathématique de G est 44,87.
Sur un grand nombre de lecteurs vendus, le gairemegra de 44,87 €.
Exercice 2 5 points Candidats n'ayant pas suiviénseignement de spécialité
Partie A : Restitution organisée de connaissances
Deux cas sont a envisager : .
Cas 1:SiM=Qalors M’'=Q doncz=Z7 = w doncZ - w = €' (z— w) est vérifiée.
Cas 2 :siM#Q, alorsz# o doncz—w # 0
QM'= QM R . )
M=r(M) « « . ouk est un entier relatif
(QM, QM) =a +2k Tt
QM'= QM [z-ol=lzmol Z_w‘:l
= Z- - . .
I - —w - auo:e'“wz—co:e'“(z—co).
QM, QM) =a +2k Tt arg =a+ 2k Z'—w -
Z- arg =a+ 2kTt
Z-®

Dans les deux cas : la rotation’anglea et de centr€ d’ affixe o est la transformation du plan qui a tout point Tsfiixe z associe
le point M d’affixe 7 telle que Z —w =€'® (z- ).
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Partie B
4+ 4]

la fQ=Q-o0=io+d4+4ies 0= i " w=4i
=i
b. Z=iz+4+4iew=io+4+4idonc par difference membre a memtrte-:w =i (z-w) soitz -4i=i@z-41i).
. i . : R : . : T
C. i=e?2doncz-4i=i@Z-4i)= Z-4i=e 2 (z-4i)doncf est la rotation de centte (4 i) et d’angIeE.
2.a .-
’Ii.’ Al
8 i x
’4‘
., ;
B
x 6
5_
o
r‘;"} 21
.’F’I‘
- / 1_
g -7 |
5 -4 3 2 L 6 7
/ P
/ 1 5
/ ~—
f’ Q e
’ // 21 wA
F

b. A estle pointd'affixea =i(4—2i)+4+4i=6+8i
B’ est le point d’affixeb’ =i(-4+6i)+4+4i=-2

a+a
3.aa m=

=5+3i.Onadmettraque=1+7ip=-3+3ieg=1-i.

b. MN a pour affixen —m=—4 + 4 i ;:QP a pour affixep —q=—4 + 4 i dondVIN = QP
Le quadrilatere MNPQ est un parallélogramme.

C. g-m=—-4-4idonc m:—4—4,:|
n-m -4+4i

g-m
n-m
est un losange.

arg —— |= =+ 2km(kOZ) donc (MN,MQ) = —+ 2kt (k O Z) donc e quadrilatéere MNPQ est losangeajdeux cbtés
(q m] 12T 2kt (k O Z) donc (MN , MQ ) g 2k Tt (k 0 Z) donc le quadril Qestl d
n-m

consécutifs perpendiculaires donc est un carré.

4.  BA apouraffixea-b=4-2i+2=6-2i QN apouraffixen—o=1+7i—4i=1+3i
6-2i
1+3i
donc les droites (B) et (QN) sont perpendiculaires.

On pouvait aussi utiliser le produit scalal@ . B'A = 6 x 1 — 2x 3 = 0donc les droites (B) et (QN) sont perpendiculaires.

(OGN ,BA)=arg r2kmor 8720 = 2idoncard 272 |= T4 ok n(k 0 2) donc @N , BA) = S+ 2k (k0 2)
1+ 1+3i) 2 2

=1 donc MQ = MN donc quadrilatéere MNPQ est uraiédlogramme qui a deux cétés consécutifs de méngulkeur donc
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Exercice 2 5 points Candidats ayant suivi I'enseiggment de spécialité
Partie A : Restitution organisée de connaissances
si A, B, A’ et B sont quatre points tels que A est distinct de B’atst distinct de Balors leurs affixesza, zg, za', Zg SONt telles que

Za# Zg,etzpy #2Zp S0itzy—2zg# 0,6tzpy —2g#0
Une similitude directe admet une écriture compldséda formez =az+boualC - {0} etb O C.
Chercher s'il existe une similitude directe tramsfant A en Aet B en Brevient a chercher s'il existe deux compleaesb tels que

ZA'_ZB':a(;\_ %) a:ﬁ

Iy~ 4
zg=az,+Db

{ZA':aZA+t {ZA'_ZB':a(ZA_%)

= orza—zg#0
zg,=az+h zg=az,+Db

zg=az+h

zZy —zp 20 donca O C - {0}, a est unique &b = zg —a zg donch aussi est unique donc I'écriture fdest unique.

si A, B, A’ et B sont quatre points tels que A est distinct de B'etst distinct de B alors il existe une unique similitude directe
transformant A en Aet B en B

Partie B
1.

2. AB?=|2-2if=8,AC*=|4+4if=32,BC=|2+6if=40,
AB ?+ AC?= BC?donc le triangle ABC et rectangle en A

) . . | -1+i=2ia+b
3.a. |l suffit de résoudre le systéme ,
2i=2a+b
Par difféerence membre a membreg;+L,:-1-i=2(-1+ip  donca= i = 1i
2(-1+i) 2

en remplacant dans 2 i =22+ B on obtient : 2 i =i b doncb = i donc I'écriture complexe deestz = %i Z+i
b. f est une similitude directe de rappaat||= % et d'angle argq) = g+ 2km(k0O z2)

Le centre dé est le point invariant pdrdonc I'affixe est solution d& = zdoncz = %i z+isoit(2-iz=2i

. Lo
doncz = A =M -_2 + 4 i donc le centr® de cette similitude est le point d’affixe3 + 4 i

2-i 5 5 5 5 5
C. Soit C' I'image de C paftalors ¢’ =%i (4+6i)+i=—3+3i=zgdonc C' =E

La similitudef transforme A, B, C en D, A, E et transforme uangle en un triangle donc le triangle DAE est I'aalu triangle
ABC par la similitude .

d. Une similitude conserve les angles donc le triad@€ étant rectangle en A, le triangle DAE est Bige du triangle ABC par
la similitudef , etf (A) = D alors le triangle DAE est rectangle en D.

4.a. La similitudef transforme la droite (BC) en la droifg(B) f (C)) donc en la droite (AE)
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f (A) = D etf (B) = A, la similitudef transforme le cercld (;) de diameétre [AB] en le cercle de diamefréd) f (B)] donc en le cercle
(T ») ; M £ B doncf (M) # A doncf (M) est le second point d’intersection autre quau/cercle( ,) et de la droite (AE) dorfig(M) = N

b. f est la similitude directe de cen@d’angleg qui transforme M en N dorie triangleQMN est rectangle e doncQ

appartient au cercle de diametre [MN]

C. f est une similitude directe de rappe;ft

f(M)=Netf (C)=E doncE= 1 de plusf (B) = Aetf (M) =N doncM= 1 doncE=M donc MB x NE = MC x NA.
MC 2 MB 2 MC MB

Exercice 3 5 points Commun a tous les candidats.

2X, = Xg+tX. 2Y,— Vgt 2z - z+
1.a. Le barycentre du systéme {(A, 2), (B, - 1), (C, &)pour coordonnéds—-——=> "< - Ya” % X : A 8T ¢
2-1+1 2-1+1 2+ F 1

donc(le_ O+ 6; all 1)_23+ € 7); x 32} t 1)j soit (4 ; — 6 ; 2) donc est le point E.

b.  2MA -MB +MC = 2ME donc| 2MA -MB +MC =221 = 2ME=2/21 = ME= /21
I" est la sphere de centre E de raxb?l.

2.a. ABa pour coordonnées (—1;4 ;— Zﬁ a pour coordonnées (1; 2 ; 0) les coordonnée&Riet AD ne sont pas
proportionnelles don@B et AD ne sont pas colinéaires donc les points A, B définissent un plan.

b. EC a pour coordonnées (2 ; —1 ;- 3)

EC.AB=xx + yy +2Z=-2-4+6=0donc les droites (EC) et (ABhsorthogonales

EC.AD = xX + yy +zZ =2-4=0donc les droites (EC) et (AD) sorthogonales

les droites (AB) et (AD) sont deux droites sécani@plan (ABD) ; la droite (EC) est orthogonaleciux droites sécantes de ce plan
donc la droite (EC) est orthogonale au plan (ABD).

C. la droite (EC) est orthogonale au plan (ABD) ddeC est un vecteur normal du plan (ABD) donc une éqoatu plan est de
la forme 2x—y—-3z+d=0

A appartienta ce plandonc2+1—-8=0doncd=6

Une équation cartésienne du plan (ABD) est2y —3z+6 =0

3.a. M O(EC) = il existe un réek tel queEM = kEC

x=2k+4
une représentation paramétrique de la droite (E€) ¢ =— k-6 aveckO R
z=-3k+2
x=2k+4
b. F O (EC) < il existe unréektel ques y=—-k-6 ;FO(ABD) « 2x-y—-3z+6=0
z=-3k+2
x=2k+4
FO(EC)n (ABD) « { y=—k-6 et2x-y—-3z+6=0
z=-3k+2

2(2k+4)—(k-6)-3(-%+2)+6=0- 14k+14=0- k=-1
Les coordonnées du point F intersection de la@i(&C) et du plan (ABD) sont (2 ; —5; 5)

4. I" est la sphére de centre E de raxyf)?l

La droite (EC) passe par E et est orthogonale @u (#BD) donc le point F intersection de la dr@E€) et du plan (ABD) est la
projection orthogonale de E sur le plan (ABD).

Polynésie juin 2009 6



I'aide de la formule :

J22+ (=17 + (- 3)? ﬁ

le plan (ABD).

Soit J un point du cerche

|2><4 (- 6)- 3><2+6|_ _ Jia

La distance de E au plan (ABD) est égale a EF otigecalculer a

\J14 < /21 donc le plan (ABD) et la sphére sont sécants, leur
intersectiory est une cercle de centre la projection orthogotelE sur

Le triangle EFJ est rectangle en F don¢ EFFJ? = EF
or EF =,/14
FJ est le rayon dg
EF est égal au rayon de la sphére donc E\ﬁ:l
F FJ?=21-14 =7 donc le rayon gest/7 .
’ y est le cercle de centre F de raygﬁ.
Exercice 4 6 points Commun a tous les candidats
Partie A
1. La courbe (C) passe par les points O EIAZ—] doncf (0) =0 eff (1) =
e
La fonctionf est une primitive dé’ doncjz f'(x)dx =f(1)-f(0) = 2i
e
2. La fonctionf est positive et continue sur [0 ; 1] dof\% f (X) d xest la mesure de I'aire du domaine D limité pasdarbe,

I'axe des abscisses et les droites d’équatiorD etx = 1

sur [0 ; 1], la courbe (C ) est au dessus du segf@# donc I'aire du domaine D est supérieureaé du triangle OAA’ ou A’ est

de coordonnées (1 ; 0)

I'aire du triangle OAA’ est égale {gi x OA’ x AA’ = 1 XXpAXYa= = donc'[1 f(x)dx > 1
2 2 4e 0 4e

0.25

0.2 A

Partie B
X
1. f(x) =
*) v

X = lim
X - + 00

X+=
X

La courbe (C) admet la droite d’équatipr O pour asymptote encs.

e *or lim e*=0et lim

X > + 00 X+ ¥

2

=0donc lim f(x)=0

2. g est un polyndme donc est une fonction continuevakle sur [0 ; 4o [ etg'(x) = 3x?+ 2x + 1
A=4-4x3doncA<0

pour toutx de [0 ; +oo [, g'(X) > 0 donag est une fonction strictement croissante sur [Go;[+
g(0)=-1etlm g(x) = lim x3=+o0

doncg est une fonction continue strictement croissantdGs; +oo [, g([0 ; +o ) =[—-1; +o
00 [-1; + [ donc I'équatiorg(x) = 0 admet une solution uniquedans I'intervalle [0 ; +o [.

X 0 o + oo
+ oo
9(¥) - 0 +
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3.a. |l faut bien décomposer le calcul : le numératestium produit et la dérivée dé’eest — *
Siu(x) =xe alorsu(x) = e *—xe™*
Siv(x) =x?+ 1 alorsv'(x) = 2x

o [=x)e x*+ - 2xx x€* _ (L-x+x*-x%)e*-2x*e* _ (A-x-x*-x%)e* _ e’”
fr(x) = 2 2 - 2 2 - 2 2 T2 2 9()
(x“+1) (x*+1) (x*+1) (x*+1)
pour toutx de [0 ; +oo [, ﬁ > 0 donc pour tout de [0 ; +oo [, f'(X) etg (X) sont de signes contraires.
X
b.
X 0 a + o0
9(x) - 0 +
f'(x) + 0 —
f (o)
0 0
4.a. Pourtoutxde [0; +wo[,0< 2X
X°+1
2 _ _1n2
1_ 2X =X +21 2% = (X2 ) donc pour toux de [0 ; +o |, L1 2X >
2 x°+1 X“+1 x“+1 2 x°+1
donc pour toukde [0 ; 4o [, 0< 2X < i.
X“+1 2
b. pour toutxde [0 ; +o [, 0 —; < 1, la fonction exponentielle est positive sur Rdx ——e < 1 e
X“+1 2 X +1 2

: 1 . .
Les fonctionx — e ‘etx - > e~ *sontcontinues sur [0 ; 4o [ et pour tout entier natural 2n>n donc

xZ+1

0< J'in f(x)dxs J'in %e’x dx soit 0<u, < %[—e‘x] i" soit pour tout entier natural 0< u, < %(e‘"—e‘zn).

C. lim e™*=0donc lim %(e‘n — e 2") = 0 or pour tout entier nature) 0< u, < %(e‘n —e ?")donc lim u,=0.

X » +00 n- +o no +o
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