Nouvelle-Calédonienovembre 2010

EXERCICE 1 Commun a tous les candidats 7 points

PARTIE A : restitution organisée de connaissances

On suppose connus les résultats suivants :

Soientu etv deux fonctions continues sur un intervalle p] aveca<b
b

si pour toutx O [a; b],u(x)>0 anrsJ. u(x)dx=>0

a

o,
°n

<> J. [u(x + v 3]d x:J. u(x)dx+J. v(Xx) d x

a a

% a

b b
<> J. au(x)dx = C(J. u(x) d x ota est un nombre réel.

a a

Démontrer que dietg sont deux fonctions continues sur un intervallel] aveca < b et si pour touk de fa ; b], f (X) < g (x) alors :

j f(x)dst. g(x) dx

a a

PARTIE B :
Soit¢ la fonction définie sur I'intervalle [ 1 ; & [ pard(x) = 1 +x? - 2x?Inx.

1.a. Etudier le sens de variation de la fonctipsur lintervalle [ 1 ; +oo [.

b. Calculer ¢(e). Démontrer que I'équatiofi(x) = 0 admet une unique solutian sur l'intervalle [1; e]. Déterminer un
encadrement de d’amplitude 10 *.
C. Déterminer le signe di(x) suivant les valeurs de
2. Soitf la fonction définie sur I'intervalle [ 1 ; e [ par :f (X) = 1: X2 . On notef ’ la fonction dérivée dé.
X
a. Calculerf ’ (x) et montrer que pour tout>1 ona f’ (x) = L)ZZ .
XA+ x7)
b. Déduire de la question 1. le sens de variatiormderictionf sur I'intervalle [ 1 ; +oo [.
C. Démontrer que pour toutappartenant a l'intervalle [ 1 ;e¢ [ona : 0<f (X) < In_2x
X

d. En déduire Iin+1 f ().

o . °In x 2
3.a. Alaide d’une intégration par parties, montrer gpe —-dx=1-—.

e
1

b. On noteZ la courbe représentative de la fonctigrdans un repére orthonormé (Q j ) d'unité graphique 1 cm.

Soit I'aire exprimée en crhdu domaine compris entre la coudgl’axe des abscisses et les droites d’équatiori etx = e.
Déterminer un encadrement#e

EXERCICE 2 Candidats n’ayant pas choisi I'enseignment de spécialité 5 points

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormécti(O ;u, v) d’unité graphique 2 cm.

On considére les points A, B et C d'affixes respestza= -2 i,zg= —\/5 +i etzcz\/ﬁ + 1.
1.a. Ecrirez,, zg etzc sous forme exponentielle.

b. En déduire le centre et le rayon du ceftlgassant par les points A, B et C.
C. Faire une figure et placer le point A, tracer lectl puis placer les points B et C.
. Z,-Z
2.a. Ecrire le quotient—=—"- sous forme algébrique puis sous forme exponeatiell
Zc~ Z,
b. En déduire la nature du triangle ABC .
. i .
3. On noter la rotation de centre A et d’angle mesuraénlradlans.
a. Montrer que le point O’, image de O para pour affixe —\/5 -
b. Démontrer que les points C et O’ sont diamétraleéropposés sur le cercle
C. Tracer I'imagel” du cerclel” par la rotation.
d. Justifier que les cercldsetI” se coupent en A et B.
4.a. Déterminer 'ensemble (E) des points M d’affixeels que g| = |z +\/§ +i].
b. Montrer que les points A et B appartiennent & (E).
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EXERCICE 2 Candidats ayant choisi I'enseignement &l spécialité 5 points
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormécti(O ;u , v).

On consideére la similitude indirectel’écriture complexe = ( 1+i \/§ )E oll z désigne le conjugué de

Soient les points A et B d'affixes respectivas \/E +iy/ 2 etzg= —\/E +i \/E

On note Aet B les images respectives des points A et Bfpar

Une figure fournie en ANNEXE du sujet, sera compléie et rendue avec la copie.

Les différentes constructions seront faites a la gde et au compas, et les traits de construction dent apparaitre clairement.
1.a. Ecrire les affixes des points A et B sous formecamentielle.

b. Montrer que le triangle OAB est rectangle isocétedl.

En déduire la nature du triangle O&.

Montrer que I'affixez , de A’ vérifie I'égalité :z, = 2 z,. En déduire la construction de ét B.

N oo

On noter la rotation de centre O et d’angle de mesgreets la symétrie orthogonale d'axe (Qu?). On posey =r ° s,

Déterminer I'écriture complexe de la transformatipn
Montrer que les points O et A sont invariants gar
En déduire la nature de la transformatipn
a. Montrer que I'on peut écrire=h - g, ouh est une homothétie de centre et de rapport arditter.
Sur la figure placée eANNEXE, un point C est placé. Faire la construction thedbe Cde C par la transformatidn

TCwWo TP

EXERCICE 3 Commun a tous les candidats 4 points

Une urne contient cing boules indiscernables adhteu: deux vertes et trois rouges.

Les questions 1. et 2. sont indépendantes

1. On extrait simultanément et au hasard deux bowddaithe. On note X la variable aléatoire égalemambre de boules vertes
figurant dans le tirage.

Vérifier que P(X = 0) :1% puis déterminer la loi de probabilité de la valéadléatoire X.

Calculer la probabilité de I'événement suivant: Ales deux boules tirées sont de méme couleur ».
On effectue deux tirages successifs d’une bouleespectant la régle suivantsi:la boule tirée est rouge, on la remet dans
'urne ; si elle est verte, on ne la remet pas.
a. En utilisant un arbre pondéré, calculer la prolighiles événements suivants :
B : « seule la premiére boule tirée est verte »,
C : «une seule des deux boules tirées est verte ».
b. Sachant que I'on a tiré exactement une boule vguelje est la probabilité que cette boule vertelagpremiére tirée ?

a.
b. Calculer I'espérance mathématique de la varialdataire X.
C.
2.

EXERCICE 4 Commun a tous les candidats 4 points

L’espace est muni d’'un repére orthonormé (Qj;k ).

L'objectif de cet exercice est de déterminer la pdt#on relative d'objets de I'espace

P est le plan passant par A (3; 1; 2) etde wacrtermalﬁ(l =45 1),

D est la droite passant par B (1 ;4 ; 2) de vedi@ecteuru 1;1;3).

S est la sphéere de cenfeg(1 ; 9 ; 0) passant par A.

1. Intersection du plan P et de la droite D.

Démontrer que le plan P a pour équation cartésierredy +z- 1= 0.

Montrer que la droite D est strictement parallélegokan P.

Intersection du plan P et de la sphére S..

Calculer la distancd du pointQ au plan P .

Calculer le rayon de la sphére S. En déduire Fggtetion du plan P et de la sphére S .
Intersection de la droite D et de la sphére S .

Déterminer une représentation paramétrique deolidedD.

Déterminer une équation cartésienne de la sphére S.

' En déduire que la droite D coupe la sphére S ex geints M et N distincts dont on ne cherchera gdadéterminer les
coordonnées.

PwTENDE

oo
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ANNEXE
EXERCICE 2
Candidats ayant choisi I'enseignement de spécialité
A rendre avec la copie

S
[S2 . 5
(=3}
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CORRECTION

EXERCICE 1
PARTIE A : restitution organisée de connaissances
f etg sont deux fonctions continues sur un intervalel] aveca < b et pour touk de fa ; b], f (xX) < g (x) alors :g (x) —f (x) > 0,g —f

b b b
étant continue sual; b] eta<bdoncj [g(¥ - f(R]d szsoitJ g(x)dx—J f(x)dx >0

a a

doncJ. f(x)dx SJ. g(x) dx.

a a

PARTIEB :
l.a ¢'(X)=2x-2 (Zx In x+ x* xlj =2x—-2 (2xInx+x) doncd’(x) = — 4xInx
X

Pour toutxde ] 1; 4o [, Inx>0 donad’(X) <O sur]l; o[, etdp’(1)=0
¢ est strictement décroissante sur [ 1« f

b. ¢)=1+é—-2¢€lneorine=1dond(e)=1-¢ ¢(1)=2,

¢ est définie continue strictement décroissantd sure Jetd([1;e]) =[1-€; 2]

001 - €*; 2] donc I'équationp(x) = 0 admet une unique solutiansur l'intervalle [ 1 ; e ].
$(1,8)= 0,431 eth(1,9)=— 0,024 don@ s'annule dans [1,8 ; 1,9] donc k& < 1,9

C. ¢ est strictement décroissante sur [ 1o fret¢p(a) = 0 donc si K x < a alors¢(x) > 0

six=a alors$(x) =0
sia <xalorsd(x) <0

1><(1+x2)—2xlnx

2y _ 2
2.a. pourtoutx>1onaf’(x) ==X = :(1+X) zzlenxdoncf’(x):&.
(1+x?) X (L+ x?) X1+ x?)?
b. x> 1 doncf '(x) ale méme signe quix)
X 1 a + o0
f'(X) + 0 —
f(a
¢ / (o) \
0
< 2 1 1
C. Pour toutx appartenant a l'intervalle [ 1 ;¢ [on a : 1 +“> 1 donc (x o <—
X° X
x> 1 donc Inx> 0 donc In Xz < In_2x soit 0< f (X) < In_2x
+ X X X
In x . Inx . s SN .
d. 0<f(x)< —5 et lim —- =0donc lim f(x) =0 d’apres le théoreme de comparaison.
X X0 ¥ X -+
. 1
3.a. Soitu'(x) = — alorsu(x) = ——
X
. ; 1
soitv(x) = Inx alorsv'(x) = =
X

I In_ZXdX: |:—In_x:l _I —izdx :|:—In_x:| _|:1:| :—E—(}—lj :_']__E_
. X X |, . X X 1, Lx], e \e e
b. En unité d’aireM:J. f(x)dx

1

<o n x . . .
Pour toutx appartenant a l'intervalle [1;¢[ on a : 0< f (x) £ —- donc les fonctions étant continues sur [ 19 f
X

e e
OSJ. f(x)dxsj INX 4x, soit o<1 - 2.
1 . X e

L'unité graphique 1 cm donc 1 unité d’aire est 1°aonc O<s < 0,265.
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EXERCICE 2

LT
i—

1l.a zA:—Zi:2e_ 2

3
cos(9=—£ n 51
|zg|=+4/3+1=2donczg =2 (coP + i sinb) donc 2 soit6=n—g +2kmdonczg=2e °©.
sine=1
2
3
COSG=£ - .
|zc|=+4/3+1=2donczc =2 (coP +isinb) donc 2 soit6=g + 2kmdonczc=2e 6.
sineZE
2
b. |za| =]z |=|zc| =2 donc OA = OB = OCI; est le cercle de centre O de rayon 2.

2.a. zg-zpa=-\3+i+2i=—\(3+3i=/3 (-1+/3)
Zg—2zpa=+[3+i+2i=/3+3i=/3 (1 +3)

2,-2z, _ -1+iy/3 _ (-1+i/3) (1-iy/3) _ -1+2i/3+3 _1+i/3 .t
2

Zc-2z, 1+i3  (1+i3) 1-i3) 4

. =1 AB=AC

8 " =¢ 3 donc aveckd /soit{ . . 1

Zc~ 2, Z,-2 T (AC,AB)=—+2kTt
arg —— 2 [==+2km 3

Zc—Zy

aveck O ~

Le triangle ABC est équilatéral indirect.

: iz . 1+iy3 .
3.a. rapour expression compleXe-z, = e 2 (z-z,) soitzZ +2i= — (z+21)

1+i4/3
IZ\/7 zZ— \/?3 —idonc le point O’, image de O para pour affixe —\/5 -1

b. Le milieu de [CO’] est le point

C

i z.t+ z,
d’affixe ztelle quez = — =0 donc est le

point O.
C appartient d& donc les points C et O’ sont
diamétralement opposés sur le ceitle

C. Une rotation transforme un cercle en un
cercle de méme rayon de centre image du centre
initial.

d. Le triangle ABC est équilatéral de centre ! ! !

O donc (OC) est médiatrice de [AB] or O’ 0
appartient a (OC) donc O'A= OB

Le triangle O'BC est rectangle en B et O est le
milieu de [O’C] donc OC = OB =00

donc OO’ = O'A = OB = 2 donc A et B o i
appartiennent au cerclé, les cercled” etI” se
coupent en A et B.

4.a |z|=|z+/3+i|]> OM=OM = M
décrit la médiatrice de [OQ’].
b. O'A=0'B de plus OA = OB donc les

points A et B appartiennent a la médiatrice de -
[OO'] donc a (E).
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EXERCICE 2 Candidats ayant choisi I'enseignement & spécialité 5 points

La za=+6 +i\2 =\/2({3 +i)
cosB:E
|zA|:\/§ |\/§ +i|:\/§ J3+1:2\/72 donczA:Z\/E (cosb + i sinB) donc 12 soitezg + 2k maveck O

sin6==
2

doncz,=2.2 e's.

25=-2 +i /6 =/2(-1+1J3)

1
cos@=—§ 2n
|zB|=\/_2 J3+1 =2\/_2 donczB=2\/_2 (cosb + i sin®) donc 3 soit6=n—g + 2kmdonczg =22 e 3 avec
sm6=7

kO

b. zx=2J2 e'® donc OA=2/2.

j2m
zg=2,2 e % donc OB = 2/5 donc le triangle OAB est isocele.
(OA,OB) = argge) - arg ¢a)

(ﬁ,ﬁ?’):z—;—j—; + 2k maveck 0  donc (ﬁ,@):g +2kmaveckd /

Le triangle OAB est rectangle en O, isocele etafire
C. f(O)=0 ,f(A)=A'etf(B) =B’

f a une expression complexe de la forthe a z donc est une similitude indirecte donc transfotengiangle OAB rectangle isocele
et direct en le triangle OA'B’ triangle rectangle @, isocéle et indirect.

d  za=(1+iy3)(J6-iy2) =26 +2/2 i=2(/6 + /2 i) donc affixez, de A" vérifie I'égalité :z, = 22,.

Zn=22z, donc OA'=2 OA donc A’ est le symétrique de O par rapport a A

Le triangle OA'B’ est rectangle en O, isocele edliinct donc B’ est un point du cercle de centre ©rdyon OA’ et de la
perpendiculaire en O a (OA’), la droite et le cersk coupent en deux points, pour I'un d’eux seetdnte triangle OA’B’ est
rectangle en O, isocele et indirect.

J3

2.a. rapour écriture complexe= e z, soitz = (% +i —J Z,

s est la symétrie orthogonale d’axe ((ﬁ).donc a pour écriture complexe= z donc

M(z) OFL M, (z,=z) O M(2)avecz = [1+i—V3Jz,1:[1+i—V3JE
2 2 2 2
3

doncg a pour écriture complexg = (é +i —2] z

J3

b. g a pour écriture complexa = (é +i —2] z donc siz= 0 alorsz = 0 soitg(0) = O
.43 . 2 . . 2 . _ .
siz= 6 +iy2 alorsz = [;% (6 -y2)=L2 (i3 (3= Y2 ([3-1+31+3)= /6 +i2
soitg(A) = A, les points O et A sont invariants gar
C. g est la composée d’'une similitude directe et d’simailitude indirecte dong est une similitude indirecte, le rapportglest

E+i\/?-3
2

=1 etg admet deux points invariants O et A danest la symétrie orthogonale d’axe (OA)
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J3

3.a. L’écriture complexe dé estz = (1+ [ \/_3 )E, celle deg estz = E +i —2] z donc sih est 'homothétie de centre O de

rapport 2, Mg) DEH Mi(z1=22 D%a M’'(Z) avecZ = [%H@Jz,l:{%ﬂgjz:(1+i\/_3)2,doncf=h°g

b. Soit C; I'image de C pah, C; vérifie : O—C1 =2 0C donc C, est le symeétrique de O par rapport a C, QJ(€,) est le
symétrique de ¢par la symétrie orthogonale d’axe (OA).

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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EXERCICE 3 Commun a tous les candidats 4 points
1.a. On extrait simultanément et au hasard deux bowdsithe., donc les tirages sont équiprobables ;

. 2 . R L . -
le nombre de cas possibles {sSt] = 10, obtenir 0 boules vertes est le méme événemeabtenir deux boules rouges choisies

2
parmi les 3 donc le nombre de cas favorable{g}t: 3 donc P(X=0) =1%

1 1 6
PX=2)=— =—:p(X=1)= = _
( ) 2 10 A ) 2 10
5 5
b. E(X)=Oxi+1x£+2xi:0,8
10 10 10
C. A : « les deux boules tirées sont de méme coulese décompose en deux cas : « obtenir deux boalg®s » ou « obtenir
deux boules vertes » donc P(A) = P(X =0) + P(X :21% + %) =0,4

On pouvait aussi dire quE est 'événement « les deux boules tirées sonbdkears différentes » I;?() =P(X=1) =% =0,6

P(A)=1-PA)=0,4

2.
l'urne contient :
2 vertes et 3rouges ,R

3
5
E o 2
5
V,
2
5 1 vertes et 3rouges R
3
4
vV, 1
4
Va2
2 3 _ 3
a. PB)=PVin Ry)==x—=—
(B) =P(Vin R») c* 2710
P(C)—P(VmR)+P(RnV)—i+§xg—054
1 2 1 2 10 5 5 ’

P(CnV,) _PR,nV,) 03
PC)  P(C) 054

b. P. (V)=
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EXERCICE 4 Commun a tous les candidats 4 points

L’espace est muni d’'un repére orthonormé {Qj; k ).

L'objectif de cet exercice est de déterminer la pdson relative d’objets de I'espace
P est le plan passant par A (3; 1; 2) etde wacrtermalﬁ(l =45 1),

D est la droite passant par B (1 ;4 ; 2) de vedi@ecteuru 1;1;3).

S est la sphéere de cenfeg(1 ; 9 ; 0) passant par A.

1.a. P estle plan de vecteur nornma(l ; — 4 ; 1) donc R une équation cartésienne de la fosmedy +z+d =0
P passe par A(3;1;2)donc3—-4+@=0doncd =— 1, le plan P a pour équation cartésienne 4y +z— 1= 0.

b. u.n=1-4+3=0donc D est paralléle & P doncBaist entierement contenue dans P, soit ellegregement paralléle au
plan P.
D est la droite passant par B (1 ; 4 ; 2) or 14+ 2 — 1# 0 donc B n'appartient pas a P donc la droite Dsggitement paralléle au
plan P.

2.a.

d= |1—4X9—1| - 36:2\/178:6\/72
\/12+(—4)2+12 18

b. Le rayon de la sphére S €3A.

QA2=(3- 1P+ (1 -9 +22=4+64+4=T72don@A =6 /2

QA =d donc le plan P est tangent a la sphere S, l'iatgien du plan P et de la sphére S est réduitepoum.
A appartient a P et a S donaPS = {A}.

3.a. u(l;1;3)estun vecteur directeur de D et B afigrst & D donc une représentation paramétriquéaderoite D est
X=Xtk x=1+k
y=yp,+k soity y=4+k aveckOR.
Z:ZB+3k z=2+3k

b. S estl'ensemble des points M tels @& = QA soit QM 2= 72 donc X — 1)* + (y — 9)2 +z2= 72
Une équation cartésienne de la sphére S%sty? +z?—2x— 18y + 10 =0

x=1+Kk

C. Soit M un point d’intersection de D et S, MD donc il existe un réddtel que les coordonnées de M soieny =4 + k
z=2+3k

M O S donc ses coordonnées vérifient-(1) + (y — 9)* + 2% = 72 soitk> + (k— 5)*+ (2 + 3k) 2= 72

k?+k?—10k+ 25+ 4 + 1Kk +9k*=72

11k*+2k—-43=0

A =4+ 4x 11x 43 doncA > 0 donc I'équation 1k? + 2k — 43 = 0 admet deux solutions distinctes donadétel D coupe la sphére

S en deux points M et N distincts.
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