(un) est la suite définie par ug = 2, u1 = 3 et pour tout entier naturel N, Un+2=3 Un+1—2 Up.

1. Calculer les premiers termes de la suite (u,) et conjecturer une expression de u, — 1 en fonction de n.
2. Démontrer que la suite (v ) définie pour tout entier naturel n par v, = Un+1— Un est une suite géométrique.
3. En déduire que la suite (un) Vérifie la relation de récurrence: Un+1=Uun + 2"
4. Démontrer par récurrence I’expression de u, en fonction de n conjecturée a la premiére question.
CORRECTION

1. En remplagant n par 0 dansun+2=3 Un+1—2 Un 0N obtient que uo+2=3u1—2ug=>5donc u, =5, on recommence pour n
1,2 ...4donc:

n 0 1 2 3 4 5 6

Un 2 3 5 9 17 33 65

Un—1 1 2 4=22 g=28% 16 =24 32=25 64=26

On peut donc émettre I’hypothése que un—1=2".

2.

Vhn+1=Um+1)+1—Um+1) =Un+2—Un+10rUn+2=3Un+1—2 Uy donc en remplagant :

Vn+2=3Unp+1—2Un—Up+1=2Up+1—2 Un.
Vn+2=2(Un+1—Un) =2vndonc lasuite (vn) est ggométrique de raison g = 2, de premier termevo=u;—-up=3-2=1
Pour tout entier naturel n,vo=voq"=2"

3.

4,

Pour tout entier naturel n, va=uUn+1—Upn=2"donCuUn+1=Un+ 2"

Montrons par récurrence que pour tout entiern,u, =1+ 2"

Initialisation : up=20r1+2°%=1+1=2doncuo=1+ 2% La propriété est initialisée.

Hérédité : montrons pour tout entier n, que siu,=1+2"alorsup+1=1+2"*%
Un+1=Un+2"0r par hypothése de récurrence, un=1+2"doncun+1=1+2"+2"
Un+1=1+2x2"=1+2""1 | apropriété est héréditaire

La propriété est initialisée et héréditaire donc pour tout entier n, u, =1+ 2"



