ENONCE
Amérique du Sud nov. 2005
Partie A

On considére les fonctioh®t g définies sur Rparf(x) = e ™ etg(x) =x? e~

On note respectivement; &t C, les courbes représentativesfde g dans un repére orthogonal (Q,] ), dont les tracés se trouvent
ci-dessous.
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Identifier G et Qg sur la figure fournie. (Justifier la réponse apgejt
Etudier la parité des fonctiohstg .

Etudier le sens de variation et deg . Etudier les limites éventuelles tlet deg en +o.
. Etudier la position relative de;€t Cy.

Partie B

On considére la fonctio@ définie sur IR par G(x) = .[OX t2e™ dt.
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1. Que représents pour la fénctiorg ?
2. Donner, pouk > 0, une interprétation de(x) en termes d'aires.
3. Etudier le sens de variations@aur IR.

On définit la fonction F suR par : pour tout réel xF (x) = '[OX e " dt
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4, Démontrer, que, pour tout réel G(x) = E[F(X) - xe XZ] ;
On admet que la fonction F admet une limite fifien +w, et que cette limité¢ est égale a I'aire, en unités d'aire, du domahke
limité par la courbeC; et les demi-droite%O i ) et (O a )
5.a. Démontrer que la fonctio® admet une limite en & que I'on précisera.
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b. Interpréter en termes d'aires le réel l\j():(l— t?)e <ot

C. En admettant que la limite @en +o représente l'airg” en unités d’aire du domaine D limité par la dendig (O ;r) et

la courbe G, justifier graphiquement quej‘:o1 (1-t?) e dt> IE

(on pourra illustrer le raisonnement sur la figimernie)

CORRECTION

Partie A
1. f(0) =1 etg(0) = 0 d'ou la distinction des deux courbes.

2. Pour touk réel, —x 0 IRet (—x) 2 = x? doncf (- x) = (X) etg(—x) = g(x)
f etg sont donc paires, il suffit de les étudier suy 0 [. Leurs courbes seront symétriques par rappteke des ordonnées.

3. f'(x) = - 2x e

La fonction exponentielle étant positive sur IRdasix > 0,f '(x) > 0 etf '(0) = 0 dond est strictement croissante sur [Oft
g)=@x-2x3) e =2x(1-X) (L+x) e *

La fonction exponentielle étant positive sur IRdsix > 1,g9'(x) < 0 et si 0 <x < 1 alorsg'(x) > 0 de plugy'(0) =g'(1) = 0 donay est
strictement croissante sur [0 ; 1] et strictemefardissante sur [1 ; eb[.



4. f(-g=(1-x>)e " =(1-x)@L+x)e*
donc
si0sx<11-x>0dond (x) —g(x) >0,

C;est au dessus de,C
six=1,f(x) —g (x) = 0, le point A(1 ; €*) est point d'intersection des deux courbes
sil<x,1-x<0dond (x)—g(x) <0,

C;esten dessous dgC

Les courbes étant symétriques par rapport g (O
si—1<x<0, C;est au dessus de,C
six<—1, Gest en dessous dg,C
le point A(— 1 ; e 1) est point d'intersection des deux courbes

Partie B
1. La fonctiong est définie, continue sur IRdonc G est la priaitileg nulle en 0
2. La fonctiong est définie, continue, positive sur IR

six > 0, G est une mesure de I'aire limitée par lde®abscisses, la courbeglet les droites d'équatiobs 0,t = x
3. G est la primitive dg nulle en 0 donc G est dérivable sur IR 5= g(X)

La fonctiong est positive sur Rdonc'@) = 0

G(0) = 0= x=0donc G est strictement croissante sur IR

4. La fonctiorf est définie, continue sur IRdonc F est la priveitilef nulle en 0, F est dérivable sur IRF€{(x) =f (x)
La dérivée de la fonctiop : x — %[F(x) - Xe ’XZ] est la fonctionp' telle que :
0'(%) =%{ f(x)-[Lxe ™ +xx (2xe )]
soit¢'(X) = %{xe'xz — e ¥ + 2x? e'xz} =x2e " donc G(X) = ¢'(X)
donc GK) = ¢(x) + kor G(0) =¢(0) +k =0 or$(0) = 0 dondk = 0 donc GX) = d(x)

5.a. G(X) = %[F(x) - xe ]

Soitt =x?, six>0,x= [t doncxe " =.[te"

. . _ . —y2
or lim t=+wet lim /te'=0donclim xe * =0
t- 4o X - +00

X - +00

lim F(x) =¢donc lim G(x) = %t’
_ 1 _t2 _ 1 2 2 _ _

b. N_jo e dt jot e d.=F(1)-G(1)

Sur [0 ; 1] la courbe dkest au dessus de cellegldonc N est I'aire comprise entre la courbd,d®lle deg, les droites d'équation

t=0,t=1.

C.

¢ est égale a I'aire, en unités d'aire, du domailimiéé par la

courbe Get les demi-droite%O i ) et (O a8 )

donc en décomposant cette aire en 2 parties :

¢ est égale a l'aire \ + l'aire A/

{=N+A

L'aire A correspond a un domaine entierement sitlié@térieur

de la courbe dg donc A< IE donc N+ A< N + IE

soit{ <N + l— donc N> l—
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