Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ;u, V), soit f une application telle que & tout point M d’affixe z différente de — 1

elle associe le point M d’affixe z' avec z' = ;1
z+1
a. Déterminez les points invariants de f c’est a dire tels que f (M) =M
b. Déterminez I’ensemble des points M du plan tels que f (M) appartienne a I’axe des ordonnées
c. Montrer que pour tout z différentde (-1)ona(z'-1)(z+1)=-2
d. En déduire une relationentre | z'—1|et|z+ 1| puisentrearg (z'—1)etarg (z+ 1) pour tout z différent de (- 1).

Traduire ces 2 relations en termes de distances et d’angles

e. Montrez que si M appartient au cercle C de centre B (d’affixe b =—1) et de rayon 2 alors M' appartient a un cercle C'
dont on précisera le centre et le rayon.

CORRECTION
a. Déterminez les points invariants de f c’est a dire tels que f (M) =M
fM=Moz= Z—_i etz#4-1oz(z+1)=z-letz#¢-1oz2+z=z-letz#-1oz°=-letz#-1
Z+

fM)=Mez?=ietz#-1<z=iouz=—i

f admet deux points invariants : P d’affixe i et Q d’affixe —i.

X=1+iy (x=-1+iy)(x+1-iy)

X+1+iy (X+1+iy)(x+1—iy)

_ (x- 1)(x+1)+|y(x+1)—|y(x 1)+y? xZ+y2-1+2iy
(x+1)%2+y? (x+1)%2+y?

b. Soitz=x=iyalorsz’ =

7’ =

2 2
1
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7’ est un imaginaire pur < x?+y?=1et (x;y)#(-1:;0) < M décrit le cercle de centre O de rayon 1 privé du point B de
coordonnées (—1;0).

Z’ est un imaginaire pur si et seulement si, la partie réelle de z’ est nulle soit

C. Montrerquepourtoutzdifférentde( 1)ona(z'-1)(z+1)=-2
-1
z':Z—doncz -1= ——1—— donc pour tout z différentde (-1)ona(z'-1)(z+1)=
z+1 z+1 z+1
d. pour tout z différentde (-1)ona(z'-1)(z+1)=-2donc|z'-1|x|z+1|=]|-2]|=2

Pour tout z différentde (-1),arg[(z'-1)(z+1)]=arg(-2)
Pour tout z différentde (=1 ),arg(z'—=1)+arg(z+1)=ma 2w pres
[z'=1|x|z+1|=2donc, pour tout point M différent de B, si A est le point d’affixe 1, AM' x BM =2

Pour tout z différent de (—1), arg (z'—=1) +arg (z+1) = & 2 = prés donc pour tout point M différent de B, (u; AM")+
(u;BM) =rma2mnpres

e. si M appartient au cercle C de centre B (d’affixeb=—1) etderayon 2 alorsBM =2donc|z+1|=20or AM'x BM =2
donc AM' =1 donc M" appartient au cercle C' de centre A et de rayon 1.



